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Resumo: Este trabalho buscou investigar as contribuicbes da utilizacdo de um
aplicativo computacional, programado com o suporte do software Maple, para o ensino
e aprendizagem do conteldo de integrais duplas. A pesquisa foi realizada com alunos do
curso de Licenciatura em Matematica do Centro Universitario Franciscano de Santa
Maria - RS. O referencial tedrico para analise dos resultados baseou-se na teoria de Tall
e Vinner (1981), sobre Conceito Imagem e Conceito Definicdo. A partir da aplicacdo de
um teste diagnostico, elaborou-se uma sequéncia didatica para construir o conceito de
integral dupla utilizando como recurso o aplicativo computacional nas aplicacfes
referentes ao célculo de volume de sdlidos geométricos. Os dados foram obtidos por
meio da observacdo, dos registros feitos pelo professor em seu diario de campo e dos
documentos produzidos pelos alunos. Os resultados demonstraram que, a utilizacdo do
aplicativo computacional auxiliou na visualizacdo das imagens e na elaboracdo de
simulacdes para a formacgdo do conceito de integral dupla e auxiliou os alunos no
calculo do volume dos sélidos geométricos.

Palavras-chave: Aplicativo Computacional; Conceito imagem e Conceito definicao;
Integral Dupla.

A COMPUTATIONAL APPLICATION FOR THE TEACHING OF DOUBLE
INTEGRALS

Abstract: This work aimed to investigate the contributions of the use of a
computational application, programmed with Maple software help, for the teaching and
learning processes of the double integrals content. The research was done with students
from the Mathematics Course from at Centro Universitario Franciscano in Santa Maria -
RS. The theoretical referential for the results analysis was based on the theory of Tall
and Vinner (1981), about the Image and Definition Concepts. From the application of
this diagnostic test, a didactical sequence was built to construct the concept of double
integral using the computational application as a resource in the applications referring to
the volume calculation of geometric solids. The data was obtained through observation,
registration done by the teacher in his field diary and the documents produced by the
students. The results show that, the use of the computational application helped in the
images visualization and in the elaboration of simulations for the creation of the double
integral concept and helped students in the volume calculation of the geometric solids.

Keywords: Computer application; Concept Image and Concept Definition; Double
Integral.

1. Introducéo

De acordo com resultados de pesquisas como (Igliori, 2009), (Dalla Porta, 2014)
e (Nasser, 2006), as disciplinas de Calculo tém altos indices de rendimento
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insatisfatorio, evasao e reprovacdo. Segundo os autores, uma das principais razfes para
isso é a pouca motivacdo dos alunos para o estudo desses topicos, fruto de aulas
expositivas e pouco motivadoras, pouco uso de recursos computacionais que auxiliem
na visualizagdo, entre varios outros fatores.

Segundo (Borba e Penteado, 2001), a informatica ndo melhora nem piora o
ensino, ela transforma o ensino e transforma a aprendizagem, transformando a forma
como as pessoas produzem conhecimento. Dessa forma, a informatica transforma os
modos de ensinar e aprender, bem como a forma de as pessoas produzirem
conhecimento. Nesse sentido, 0s mesmos autores salientam que o aspecto visual €
importante em contetdos matematicos, como interpretacdo de graficos de func¢des ou
geometria, pois favorece experimentacdes e aproxima os alunos da Matematica.

O caréter estatico das representacbes matematicas, caracteristicas da
metodologia tradicional de ensino, que se baseia na memorizacdo de conteddos e
definicBes, na repeticdo de processos predeterminados de fazer Matematica, como
algoritmos, e no procedimento repetitivo como modo de conhecer e fazer, ndo tém
significado para o aluno que, atualmente, vive num mundo rodeado de transformagdes e
informacdes.

A utilizagdo do Software Maple viabiliza uma melhor aprendizagem, por
auxiliar a construcdo de conceitos antes vistos de uma forma meramente expositiva. A
visualizacdo, o movimento e as simulacdes fazem com que o aluno compreenda o
conteddo de uma forma interativa e melhor elaborada devido a todas as capacidades e
potencialidades que o software proporciona.

Por acreditar no potencial didatico do software e na tentativa de buscar novas
formas de produzir conhecimento matematico utilizando-se metodologias adequadas,
colocou-se a seguinte questdo de pesquisa: que contribuicdes podem oferecer para o
ensino e aprendizagem dos conceitos e propriedades da integral dupla a utilizagdo da
metodologia da Engenharia Didatica com o apoio computacional do software Maple?

Além dos recursos computacionais, a utilizacdo de metodologias adequadas
contribui para a motivacdo e compreensdo dos conceitos pelos estudantes. Dessa
maneira, elaborou-se uma sequéncia didatica, apoiada nos pressupostos tedricos da
Engenharia Didatica, para o ensino e aprendizagem de conceitos e propriedades da
integral dupla, utilizando o aplicativo desenvolvido no software Maple como ferramenta
de apoio para os célculos de volumes e para a visualizagdo dos sélidos.

Para andlise dos dados foi utilizada a teoria de Tall e Vinner sobre Conceito
Imagem e Conceito Definicdo. Dos resultados obtidos pode-se inferir que a utilizagao
do aplicativo computacional foi fundamental para a constru¢cdo e compreensdo dos
conceitos sobre integral dupla.

2. Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica de acordo com (Artigue, 1996), tem sua origem na
Didatica da Matematica Francesa, no inicio dos anos 1980 e é uma metodologia de
trabalho didatico analoga ao trabalho do engenheiro. De acordo com (Douady, 1993)
citada por (Machado, 2002) o termo Engenharia Didatica é entendido como:

[...] uma sequéncia de aulas concebidas, organizadas e articuladas no tempo,
de forma coerente, por um professor engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para uma certa populacdo de alunos. No decurso das trocas
entre professor e aluno, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em
funcdo das escolhas e decisbes do professor. (Machado, 2002, p.198).
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Como metodologia de pesquisa, se caracteriza pela aplicacdo de uma sequéncia
de aulas planejadas com a finalidade de obter informagGes que permitam interpretar
processos de ensino e aprendizagem da Matematica, elucidando o fato investigado.

No que tange uma producdo para 0 ensino a aprendizagem, é vista como um
processo de adaptacdo que depende das caracteristicas das situacfes em que 0 ensino se
desenvolve. As producbes para o ensino séo derivadas de resultados de pesquisas e
também a Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa baseada em experiéncias
de sala de aula. Segundo (Carneiro, 2005), a pratica de ensino é articulada com prética
de investigacdo. A metodologia da Engenharia Didatica pode ser vista como referencial
para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados na juncdo do conhecimento
pratico com o conhecimento teorico.

A estrutura metodoldgica para uma Engenharia Didatica, segundo (Artigue,
1996), compreende quatro etapas, quais sejam: a) analise preliminar, que consiste no
levantamento das concepces envolvidas e a busca de referencial tedrico que
fundamentam a pesquisa; b) analise a priori, que consiste no processo de construcgéo e
elaboracdo de material e atividades; c) experimentacao, que compreende a aplicacdo da
sequéncia didatica; d) andlise a posteriori e validacdo da experiéncia. Corresponde a
anélise do conjunto dos dados obtidos na fase da experimentacdo e das observacdes
realizadas durante a aplicacdo da sequéncia.

A primeira etapa compreende os aspectos epistemolédgicos do conteldo a ser
trabalhado. Nessa fase, podemos observar como os alunos se apropriaram do contetdo
trabalhado e quais suas dificuldades. Dessa forma, foi aplicado um teste diagnéstico
buscando explorar o conhecimento que eles possuiam sobre o calculo de area e de
volume. Também, incluiu-se a analise de livros didaticos utilizados na disciplina de
Célculo Diferencial e Integral.

De acordo com (Artigue, 1996), a finalidade dessa etapa é determinar quais
relacbes, de fato, permitem controlar os comportamentos dos estudantes e seus
significados.

A segunda etapa, concepcao e analise a priori, aborda o processo de construgao
e elaboracdo das atividades que serdo experimentadas, objetivando os alunos e o
objetivo proposto. Trata-se do processo de construcdo e elaboracdo do material e das
atividades propostas.

A terceira etapa corresponde a experimentacdo, ou seja, a intervencdo didatica
junto aos alunos. No decorrer dessa etapa, ¢ de fundamental importancia que o
professor/pesquisador seja cuidadoso no desenvolvimento da aula, considerando todas
as informac0es que irdo subsidiar a pesquisa. Para o registro dessas informacdes, pode-
se fazer uso dos seguintes recursos: gravacgoes, filmagens, diario de campo, entre outros.
Tal cuidado é importante para que o relatorio seja fidedigno ao transcorrido nas aulas. A
proxima etapa € a de analise a posteriori, a qual se apoia no conjunto de dados
recolhidos durante a experimentacao. Trata-se da compreensdo dos resultados obtidos e
seu objetivo é oferecer um retorno para o desenvolvimento de uma nova anédlise a
priori, para uma nova experimentacdo, concebendo o desenvolvimento das atividades
como uma atualizagdo dos processos em questéo.

2.1 Conceito Imagem e Conceito Defini¢ao

Entre as teorias cognitivas relativas a construcdo dos conceitos matematicos,
tem-se a teoria desenvolvida por (Tall e Vinner, 1981), referente ao Conceito Imagem e
Conceito Definicdo. Essa teoria preconiza que um determinado conceito matematico
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ndo deve ser ensinado ao estudante tendo como unica referéncia pedagdgica sua
definicdo formal. Para os autores, uma defini¢cdo formal sera compreendida de maneira
satisfatoria pelo estudante, quando existe uma familiarizacdo anterior com o conceito
em questéo, desenvolvida com base em impressoes e experiéncias diversas.

Segundo (Tall e Vinner, 1981, p. 152), o termo Conceito Imagem ¢€ utilizado

[...] para descrever a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que
inclui todas as figuras mentais, processos e propriedades associados. Ela é
construida ao longo dos anos, através de experiéncias de todos os tipos,
mudando enquanto o individuo encontra novos estimulos e amadurece (Tall;
Vinner, 1981, p. 152).

De acordo com (Tall, 1988) as no¢Ges matematicas nao sdo apenas utilizadas de
acordo com suas definigdes formais, mas também por meio de representacbes mentais
que podem variar de pessoa para pessoa. De tal modo, o conceito imagem ¢é
continuamente construido pelo sujeito por meio de todo tipo de experiéncia vivenciada,
podendo ser alterado ao longo do desenvolvimento cognitivo do sujeito.

Para (Giraldo, 2004), o conceito imagem de um individuo ndo € uma estrutura
estatica e, por isso, ela passa por transformac6es conforme o desenvolvimento cognitivo
do sujeito, podendo incluir, excluir ou modificar atributos, enriquecendo-0s no decorrer
de suas experiéncias cognitivas.

Para (Tall e Vinner, 1981), o Conceito Definicdo é um problema
significativamente diferente, determinado por:

[...] Uma reconstrucio pessoal feita pelo estudante. E ent&o o tipo de palavras
que o estudante usa para sua propria explanagdo de seu conceito imagem. Se
os conceitos defini¢cdo lhe sdo dados ou construidos por si mesmo, podem
variar de tempo em tempo. Dessa maneira, um conceito definicdo pessoal
pode ser diferente de um conceito defini¢do formal, este Gltimo sendo um
conceito definigdo que € aceito pela comunidade matematica (Tall; Vinner,
1981, p.153).

Ainda segundo (Vinner, 1991, p.69): “Adquirir um conceito significa formar
uma imagem de conceito”. Isto ¢, para a formagdo de determinado conceito, € preciso
criar distintas imagens conceituais; ap0s a criacdo de imagens sobre determinados
conceitos € que o sujeito tem condi¢Ges de descrevé-la com o uso de palavras
conduzindo para a definicdo de conceito. Porém, o autor afirma que conceitos
cotidianos, como casa, carro, cachorro, entre outros, podem ser obtidos sem envolver
uma defini¢cdo e, mesmo assim, o conceito imagem é bastante claro. Por outro lado,
alguns conceitos podem ser introduzidos por meio de uma definicdo, auxiliando a
formacgéo de uma imagem. Por exemplo, quando é dito para uma crianca que floresta é
uma regido com uma grande quantidade de arvores, a crian¢a pode formar um conceito
imagem a partir dessa definicdo. No entanto, quando o conceito imagem esta formado, a
definicdo pode permanecer inativa ou, até mesmo, esquecida.

Em relacdo aos contextos técnicos, (Vinner, 1991) considera que definigcdes
podem exercer papéis extremamente importantes, ndo somente porque elas ajudam a
formar um conceito imagem, mas porque, frequentemente, ttm um papel decisivo na
tarefa cognitiva, ou seja, na organizacgdo formal e conex&o das ideias, essenciais para a
compreensdo expressiva dos conteudos.

Dessa forma, a apresentacdo de um conceito deve ser antecedida por uma
abordagem pedagogica que possibilite a formacdo do conceito imagem rico e
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consistente relacionado ao conceito. Assim, a compreensao e a assimilacdo da definigédo
formal aconteceriam de forma mais significativa para o aluno.

2.2 Aplicativo desenvolvido no Software Maple para Integrais Duplas

De acordo com (Moren; Santos, 2011) o uso de um recurso computacional deve
favorecer a construgdo do conhecimento e valorizar a inovagdo e a descoberta. Nesta
perspectiva, o professor pode explorar novas possibilidades didaticas e metodoldgicas,
incluindo momentos de experiéncias laboratoriais que permitam a migracdo da cadeia
formal do ensino tradicional do Calculo Diferencial e Integral — representada pela
sequéncia “definicdo — teorema — demonstracdo — corolario (aplicagdes)”, para a
cadeia exploratoria caracterizada pelos passos: “exploragdo — conjectura — tentativa
de demonstracdo — conclusdo e aplicagdo”, transformando o aluno de paciente em
agente do processo educativo. (Santos et al., 2004).

O software Maple disponibiliza ferramentas de Clickable Math (matematica
clicavel), com menus sensiveis ao contexto, permitindo ao professor gerar aplicativos
interativos, com a exigéncia de prévios conhecimentos computacionais.

Com o objetivo de utilizar, neste trabalho, uma ferramenta computacional que
facilite o ensino e a aprendizagem do conteudo de integrais duplas, optou-se por
desenvolver o aplicativo de maneira que o aluno consiga visualizar regides do plano,
faca a construgdo de sélido e, por ultimo, particione o sélido em paralelepipedos, para
estudar o volume do so6lido por meio de somas aproximadas do volume dos
paralelepipedos.

A Figura 1 representa a parte do aplicativo em que devem ser inseridas as
informac0des para a representacao da regido no plano.

Figura 1 — Aplicativo desenvolvido no software Maple para representar a regido
do plano

Y INTEGRAIS DUPLAS

Integral de Riemann para fungic de duas variaveis

Selecione x ou y

Covaranme (2) = [ Consnarte ou varivel (G) = [

Comzame(1) = | Lo Corameon Vartvel (g) = g

Demerbw Reglio T

Fonte: Autor.

Apos a construgdo da regido do plano, insere-se a funcéo a ser integrada para
construcdo, visualizacdo e manipulacdo do solido que se deseja calcular o volume. Por
exemplo, ao escrever a funcdo f(x,y) = x+y obtém-se o solido mostrado na figura 2, a
sequir.
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Figura 2 — Solido gerado no aplicativo

Inserir a fungiof(x,y) = /7 =
“Visualizag

Deserbur o grifen

Apager Grifica

Fonte: Autor.

Por altimo, o solido é particionado em paralelepipedos, e pode-se calcular a
aproximacdo do volume do sélido por somas superiores ou por somas inferiores.

Figura 3 — Aplicativo do software Maple para aproximar o volume de uma
integral dupla

mrowe o KM = [F o

Fonte: Autor.
3. METODOLOGIA

A fundamentacdo tedrica para a construcdo da sequéncia didatica se deu por
meio da andlise de dois livros didaticos e de um teste diagnéstico realizado com 0s
alunos. Os livros analisados séo de autoria de (Anton, 2014) e (Stewart, 2013).

A pesquisa foi desenvolvida com cinco alunos do quinto semestre do Curso de
Licenciatura em Matematica, matriculados na disciplina de Calculo IV, de uma
universidade particular de Santa Maria, RS. Os alunos trabalharam individualmente no
laboratdrio de informatica do curso. A utilizacdo do laboratorio de informatica foi
necessaria para executar, no software Maple, o aplicativo desenvolvido pelo professor
pesquisador como ferramenta de apoio para a visualizacdo das regides no plano e dos
solidos. Ao final de cada atividade, foi reservado um tempo para discussao e analise,
com os alunos, dos exercicios propostos.

Com os resultados obtidos da anélise do teste diagndstico, o qual teve como
objetivo a identificacdo das possiveis dificuldades em relagdo aos conceitos de area e
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volume, elaborou-se uma sequéncia didatica, composta de quatro atividades para
construir o conceito de integral dupla, apoiada no aplicativo computacional
desenvolvido no software Maple.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

A primeira atividade da sequéncia didatica objetivou conceituar a integral dupla,
de maneira que os alunos pudessem calcular o volume de um sélido por meio da soma
dos volumes dos paralelepipedos. Para isso, iniciou-se com o calculo do volume de um
cubo por meio da geometria espacial; posteriormente, esse cubo foi particionado em
paralelepipedos, para que os alunos percebessem que a soma do volume dos
paralelepipedos resultaria no volume do cubo. Em seguida, considerou-se um solido
limitado superiormente por um plano ndo paralelo a base para se calcular o volume
aproximado, dividindo a area da base em pequenos sub-retdngulos e calculando o
volume por meio de paralelepipedos retangulos, por excesso e por falta. Em vista disso,
pretendia-se que os alunos compreendessem o processo da construcdo das somas de
Riemann, para, a seguir, conseguirem formar o conceito de integral dupla.

Tendo em vista as dificuldades apresentadas durante a aplicacéo da atividade, o
professor pesquisador utilizou o aplicativo disponivel do software Maple, para realizar
uma animacao computacional revelando o conceito proposto de forma mais ludica.

A animacdo foi apresentada e discutida no encerramento da primeira atividade.
Essa animacdo mostrou a construgdo do sélido e o célculo aproximado do volume, em
que foi utilizado um numero cada vez maior de paralelepipedos para particionar o sélido
proposto. Essa animacao € mostrada nas imagens da figura 4,a seguir.

Figura 4 — Aproximacao do volume do sélido utilizando o software Maple

Fonte: Autor

Constatou-se que a apresentacdo da animacdo foi positiva, pois os alunos
puderam esclarecer as indmeras davidas que foram mostradas nas analises das
atividades aplicadas. Eles interagiram durante a apresentacdo e conseguiram, de forma
satisfatoria, construir o conceito da integral dupla com o auxilio do professor
pesquisador.

A segunda atividade teve como propdsito mostrar e analisar o processo de
aproximagdo do volume de um solido com a base retangular, por meio da soma do
volume dos paralelepipedos, €, posteriormente, confrontar o resultado obtido por meio
do calculo da integral dupla. Para auxiliar o calculo das somas de Riemann foi utilizada
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a planilha eletronica Microsoft Excel, e do aplicativo desenvolvido pelo professor
pesquisador, como ferramenta de apoio para visualizagéo.

A terceira e quarta atividades tinham como objetivo a construcdo e consolidagédo
do conceito da integral dupla, para o célculo do volume de s6lidos em regides com base
ndo retangular. Em especial, a construcao de graficos para a determinacéo dos limites de
integracdo da regido do plano e a visualizagdo do solido para posterior calculo do
volume utilizando uma integral iterada. Nessa etapa a utilizacdo do aplicativo foi
fundamental para compreenséo do processo de construg¢ao do conceito.

5. CONCLUSAO

O desenvolvimento desta pesquisa objetivou analisar as contribuigdes da
utilizacdo de um aplicativo computacional, programado com o suporte do software
Maple, para o ensino e aprendizagem do contetdo de integrais duplas.

Entende-se que algumas representacBes graficas sdo dificeis de serem
visualizadas utilizando métodos como papel e lapis, lousa e giz, ou, ainda, que os livros
didaticos fornecem representacdes em suas definicbes e exemplos, porém limitadas, ndo
proporcionando a manipulacdo das informagdes para uma nova investigacdo. Nesse
sentido, a utilizacdo do aplicativo computacional viabilizou uma melhor aprendizagem
pois auxiliou na construgdo dos conceitos antes vistos de uma forma meramente
expositiva. De acordo com (Morelatti, 2001), nas disciplinas de Céalculo Diferencial e
Integral, o computador é um simulador de conjecturas e uma ferramenta de visualizagdo
de conceitos para melhor compreensdo do ensino e aprendizagem.

Durante o desenvolvimento das atividades quando se propds conceituar a
integral dupla e aproximar o volume por meio da soma dos volumes dos paralelepipedos
por excesso e por falta, identificaram-se muitas dificuldades no processo de construcao
do conceito. Essas dificuldades de aprendizagem dos alunos acreditam-se que foram
causadas por muitos fatores, como por exemplo, imprecisdo ao expressarem-se
matematicamente, ndo dominio de contedos basicos, como particdo, calculo de areas
de figuras planas e célculo do volume. A andlise dos resultados dessas atividades
mostrou fragilidades, mas também mostrou a eficacia da utilizacdo do aplicativo
computacional, pois a visualizacdo e as simulacdes propiciadas pelo aplicativo
auxiliaram os alunos na identificacdo da regido de integracdo, na aproximacao do
volume pelas somas de Riemann e na determinacdo dos limites de integracdo. O uso da
planilha eletronica Excel também tornou mais simples o calculo das somas de Riemann.

Pode-se concluir que a utilizagdo do aplicativo computacional facilitou a
formacgdo de Conceito Imagem e Conceito Definicdo, sobre o contetido de integrais
duplas e auxiliou os alunos no célculo do volume de s6lidos geométricos.
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