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Resumo. O uso de exemplos incorretos como ferramenta pegleg ainda € um
assunto controverso. Muitos professores sdo anmdnivas e, até mesmo, hostis quanto
ao seu uso. No ensino de matematica, este sentinpemsiste. Poucos professores
ensinam utilizando exemplos incorretos. Contudsgpisadores na area de educacao
matematica vém demonstrando que a discussao deitmhatilizando erros incentiva
a reflexdo e a construcédo do conhecimento. Devidsta polémica, existe uma lacuna
de material didatico que utiliza esta abordagems$2eforma, este trabalho possui dois
objetivos principais. O primeiro € desenvolver mateWeb que utiliza exemplos
incorretos para ensinar mateméatica; com foco noceito de decimais. O segundo é
investigar os beneficios (ou maleficios) deste n@td-oi conduzido um estudo com
429 alunos do ensino fundamental de duas escolbkcps dos EUA para avaliar o
impacto deste material na aprendizagem de decim@s.resultados indicam um
significativo aumento na aprendizagem dos alunasdd mais evidéncias a favor do
uso de exemplos incorretos para ajudar a aprendimage matematica.

Palavras-chave exemplos incorretos, aprendizagem de matemaleeimais

Development and Evaluation of Web-based Materialsor Teaching Decimals Using
Erroneous Examples

Abstract. The use of erroneous examples as a pedagogichistatill a controversial
issue. Many teachers are ambivalent and even bkostibut the use of these examples
during the learning process. In the field of mathéos education, this feeling persists.
Few teachers use erroneous examples in their dassmwvever, researchers in the field
have shown that the discussion of concepts usir@yseencourages student's critical
thinking, reflection and knowledge constructionc®gse of such controversy, there is a
lack of educational content that uses erroneousmtes. Thus, this work has two main
objectives. First, the development of Web conteattuses erroneous examples to teach
math in the domain of decimals. Second, investitfadebenefits (or harms) of this
material. We conducted a study with 429 studeiotis fiwo public schools in the US to
evaluate the impact of using such material. Theltesndicate a significant increase in
performance on student learning, providing moredence in favor of erroneous
examples as a good educational tool to teach mathem
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1. Introducéo

Andlises de livros didaticos de matematica em paiseocidente (e.g. Estados Unidos -
EUA) revelam que o conteudo tende a se concenk@ssivamente na fluéncia de
procedimentos résolver sem penspr dando menos importancia a compreensao
conceitual do topico abordado (Mayer, Sims, e Bgjl095). Assim, grande parte dos
alunos do ocidente realizam adequadamente a adicke; procedimentos para resolver
problemas simples, mas apresentam dificuldadesgtuearesolucédo de problemas de
matematica que exigem o uso de estratégias avan¢htidlis, Martin Gonzalez, e
Chrostowski, 2004). Como resultado, as recentesiagdes feitas por orgaos
internacionais, indicam que os alunos das escaladermtais (e.g. Brasil e EUA)
possuem grandes problemas de aprendizagem. Em a0&Qaliacdo internacional
realizada pela OECD conhecida como PISAofgramme for International Student
Assessmentindicou que alunos do Brasil e dos EUA tém insliceadequados de
aprendizagem de matematica.

Um dos tépicos nos quais os alunos demonstraramdgs dificuldades foi
nameros decimais. Este problema néo é recente bEstadocumentado que os alunos
do ensino fundamental tém grandes dificuldades @mpeeender e dominar decimais
(Stacey, & Steinle, 1998; Glasgow et al., 2000fI&idohnson et al., 2001). De fato,
existem estudos que mostram que até mesmo aduficxessores de matematica em
formacao possuem problemas com nimeros decimdis {B85; Stacey et al., 2001).

Uma possivel forma de remediar esta situacadallar o conceito de decimais
utilizando técnicas pedagogicas que nao sédo noremdéutilizadas pelos professores.
Uma destas técnicas é a utilizacdo de exemplosrretos. Estes exemplos séo
raramente usados em sala de aula ou empiricamevestigados como ferramenta
pedagogica para o ensino de matematica. Por cadim, lalguns pesquisadores tém
argumentado que confrontar os alunos com errosnmdéites pode criar situacdes
muito benéficas a aprendizagem; particularmente nadma os alunos estéao
suficientemente preparados para lidar com erroes&er & Renkl, 2007; Tsovaltzi et
al., 2010).

Com o objetivo de desenvolver um conteudo Welraliidado para o ensino de
decimais foi desenvolvido materiais instrucionaie ggodem ser acessados via Internet
e que facilitam a aprendizagem por reflexdo atralg@snanipulacdo e explicagdo de
erros. Para avaliar os efeitos da aprendizagemes@mplos incorretos no dominio dos
nameros decimais, um estudo empirico com 429 aldaaexta, sétima e oitava séries
de duas escolas publicas foi realizado nos EUA.

O trabalho est& dividido da seguinte forma. A seZ&presenta os trabalhos
correlatos na area de exemplos incorretos. A s&c@elata o desenvolvimento de
contetdo Web que utiliza os exemplos incorretos @arsinar decimais. A secdo 4
descreve o0 experimento e os resultados obtidosndimfente, na secdo 5 temos as
conclusfes da pesquisa realizada.

2. Exemplos Incorretos

O “exemplo incorretd (erroneous exampjeeé uma solugdo passo-a-passo para um
problema no qual um ou mais passos estdo incormlggmas pesquisas e teorias em
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educacdo matematica que exploram o fendbmeno dadipagem fornecem algumas
evidéncias de que estudar através de erros podeibcin para a construcdo do
conhecimento matematico (Borasi, 1987; 1996). Remgplo, Borasi argumenta que a
educacdo matemética poderia se beneficiar maissdassdo de erros em sala de aula,
pois essa pratica pedagodgica incentiva 0 pensam&itioo e proporciona novas
oportunidades para se resolver problemas baseagdl@eio e na investigagao.

Os relatorios da OECD publicados em 2001 e 201&tnam que os alunos do
oriente (e.g. China, Singapura, Japéo e Coréiajutem performance muito melhor nas
avaliacdes internacionais se comparado a maiosapadses do ocidente (incluindo
Brasil e os EUA). Uma das diferencas fundamentaigbordagem pedagogica apontada
nestes relatorios foi 0 método de ensino baseadpmsentacado de solucdes incorretas.
Nesta situagédo os educadores trabalham paradaalitdiscussao entre os alunos para
que estes possam localizar e corrigir erros nasg;8es apresentadas (OECD, 2001;
2010). Essas e outras andlises discutidas nesdrias sugerem que o confronto e a
reflexdo sobre erros podem levar a erradicacaongssnos, semelhante ao que tem sido
demonstrado em pesquisas relacionadas a aquisigdocahceitos errbneos
(misconceptions(Bransford, Brown, Armando, 1999).

Por outro lado, muitos professores sdo ambivadefa até mesmo hostis)
quanto a discussao de erros em sala de aula (T&ahwiosh, 2003). Acredita-se que a
exposicao de exemplos incorretos pode levar o aufcar os erros e, portanto, o seu
uso deveria ser evitado. Alguns educadores quandei o uso de exemplos incorretos
indicam que essa reagdo é resultado do behavioripraoteve grande impacto nos
meétodos educacionais do século passado (Isotardl.et2011). As experiéncias
behavioristas de Skinner mostram que a falta de pemalidade quando um sujeito
exibir um comportamento indesejavel leva a repetad@ste comportamento no futuro
(Skinner, 1968).

Assim, as questdes sobre como utilizar (ou nd@zari exemplos incorretos
para melhorar a aprendizagem de matematica ainssu@m respostas controversas.
Para averiguar o real impacto desta ferramenta gogitza, estudos empiricos
controlados vém sendo realizados para verificagfesos dos exemplos incorretos na
aprendizagem. Por exemplo, o estudo no dominiopdatsabilidades conduzido por
Grosse & Renkl (2007) com 118 estudantes univeisitéalemaes identificou que a
apresentacao de exemplos corretos e incorretos ymarmesmo problema ajudam
alunos com bom desempenho escolar a aprender e rfiethor os conceitos se
comparado a apresentacdo de apenas exemplos sorr€untudo, para alunos com
baixo desempenho escolar, a apresentacdo de apgeaglos corretos foi mais
benéfica. Em outro estudo com 87 alunos da 3® sédies Siegler (2002) verificou que
alunos que refletiram sobre exemplos corretos eriietos aprenderam mais do que
agueles alunos que refletiram apenas sobre exemgietos ou aqueles que refletiram
sobre suas préprias respostas. De acordo com Sieglexemplos corretos ajudam a
fixar os conceitos corretos e os exemplos incasrajuodam a enfraquecer os conceitos
errbneos que os alunos possuem.

Além dos trabalhos citados, outros resultadosdmmeonstram os beneficios da
aprendizagem com exemplos incorretos foram puldgadais recentemente (Kopp,
Stark & Fischer, 2008; Tsovaltzi et al. 2010). Goa, nenhum destes trabalhos
desenvolveu material didatico que pode ser adidoren ambientes Web de ensino
para facilitar e incentivar o uso de exemplos iretos como pratica pedagogica.
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Assim, existem grandes oportunidades para desesvaontetdo para facilitar o
processo de ensino-aprendizagem utilizando essdad®m.

3. Desenvolvimento de Exemplos Incorretos no Dominde Decimais

Para criar exemplos incorretos que tem o potedeauprir as dificuldades dos alunos
no dominio de decimais é necessario identificagross mais comuns cometidos pelos
alunos durante o processo de aprendizagem. Porpéxemd frequente os alunos
tratarem nimeros decimais como se fossem niumemos Ou seja, para esses alunos
0.25 € maior que 0.7, pois 25 € maior que 7. Algstadantes também acreditam que
adicionar zeros ao final de um numero decimal asaenseu valor. Ou seja, 0.2 é
menor que 0.20. Estesnceitos errdneogmisconceptionsinterferem na compreensao
de decimais e se manifestam de diversas manetae{S& Steinle, 1998).

Para identificar os conceitos errébneos mais comensonduzido uma extensa
revisdo bibliografica na area de ensino de decinadisangendo 42 artigos publicados
com inicio em 1928 (Brueckner, 1928; Graeber & Jiral988; Resnick, 1989; Hiebert,
1992; Irwin, 2001; Stacey & Steinle, 1998). Desanise que muitos conceitos errbneos
no dominio dos decimais estéo relacionados commbemmento prévio do aluno. Para
categorizar e criar grupos de conceitos errOnemarfadtilizados dados quantitativos
disponibilizados pelos trabalhos analisados. Fieatey uma taxonomia contendo 45
nés foi desenvolvida.

A taxonomia categoriza os conceitos errbneos dedaccom o conhecimento
prévio associado ao erro exteriorizado pelo alwramte a resolucdo de um problema
com decimais. Por exemplo, muitos alunos que estnddracdes antes de aprender
decimais acreditam que decimais mais curtos saoresgue decimais mais compridos.
Ou seja, 0.3 é maior que 0.367. Isso ocorre poogu@lunos acreditam que 0.3 é
equivalente a 1/3 (1 dividido por 3) e 0.367 ¢é eajeinte a 1/367 (1 dividido por 367) e,
portanto, 0.3 > 0.367. Em contrapartida, os aluos s6 foram expostos a numeros
inteiros s&o mais propensos a acreditar que omdecimais compridos sdo maiores que
decimais mais curtos. A taxonomia permite fazea esferenciacdo e, também, inclui
conceitos errbneos relacionados as operac¢des aimaig (e.g. soma e multiplicacéo).

A organizacéao e classificacdo de conceitos eroéerece diversos beneficios
para professores e desenvolvedores de conteludoé gmssivel desenvolver exemplos
e exercicios para lidar com as diferentes dificdddaencontradas pelos alunos durante o
processo de aprendizagem de decimais. Além disgossivel também verificar quais
conceitos errbneos sdo mais frequentes entre ngsal8egundo nossa andlise, sete
conceitos errbneos correspondem pela maioria dos eometidos pelos alunos (Isotani
et al., 2011). Entre eles estéo:

» Decimais tratados como numeros inteirgste € o erro mais frequente cometido
pelos alunos e esta associada a outros conceitireees. Os alunos acreditam
gue decimais devem ser tratados como namerosasteijrportanto, ignoram o
ponto decimal (Rittle-Johnson et al, 2001).

o Exemplo: 0.07 é igual a 7.

» Decimais mais compridos sdao maiardkeste caso, os alunos acham que podem
comparar numeros decimais, contando os digitos appsnto decimal. Os
decimais que tiverem mais digitos sdo os maiorell éBal., 1981).
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00 Exemplo: 0.25 é maior do que 0.7, pois 0.25 tesiigitos apds o ponto
decimal e 0.7 tem apenas um digito.

* Decimais mais curtos sdo maiore®s alunos usam o conhecimento sobre
fracbes para lidar com decimais. Assim, ao compartaneros decimais o
decimal com maior numero depois da virgula € o méBtacey & Steinle,
1998).

oExemplo: 0.4 é maior que 0.567, pois 0.4 € a fragfoesentada por 1/4 e
0.567 é a fracdo representada por 1/567.

« Decimais menores que 1 sdo numeros negati@ss alunos acreditam que
decimais comecando com um zero sdo menores do efoe(geralmente os
alunos néo aprenderam o conceito de numeros negpRutt, 1995).

oExemplo: 0.25 € menor que zero

» Decimais sdo dois numeros inteiros separados por ponta Os alunos
acreditam que o0s numeros do lado esquerdo do poewmal sao
completamente separados dos numeros do lado diAggm, ao somar dois
numeros decimais a resposta sera incorreta serexisecessidade de “levar”
um digito para a préxima coluna a esquerda do pabetonal (Irwin, 2001).

oExemplo: 1.5 +3.9=4.14

* Multiplicagdo faz o numero ficar maiolUm dos conceitos errdneos mais
comuns com operacdes decimais. Os alunos acrediia@no produto da
multiplicacéo € sempre maior do que seus fatoriesl{Bein et al, 1985)

oExemplo: 5 multiplicado por 0,5 é maior que 5

» Divisédo faz o numero ficar mendds alunos acreditam que o quociente de uma
divisdo € sempre menor do que 0 numero mais a meEqu#a operacao
(dividendo) (Graeber & Tirosh, 1988).

oExemplo: 3 dividido por 0,5 € menor que 3

Para oferecer aos alunos a oportunidade de pradicas habilidades cognitivas e
metacognitivas (em vez de praticar procedimentdgizando exemplos incorretos
foram desenvolvidos materiais que facilitam a agirmgem em trés etapas. Primeiro, 0
aluno compara a solucdo correta com a incorregur8l®, o aluno tenta compreender
por que uma determinada solucdo esté incorreircEito, o aluno tenta explicar como
corrigir a solucado incorreta. Esta abordagem peropite os alunos aprendam e figuem
cientes dos erros comuns resultantes de conceiiisees. Acredita-se também que o
material desenvolvido incentiva o0 pensamento oritee motiva a reflexdo e o
guestionamento. Este processo composto por treasetambém € consistente com a
teoria de Stellan Ohlsson (1996) sobre a aprendimdgaseada em erros. Em sua teoria
Ohlsson define que, para aprender com erros, ésprperceber que algo esta errado.
Entdo, é preciso entender qual o tipo do erro.if@alrhente, usar o conhecimento
correto para corrigir o problema.

A Figura 1 mostra um exemplo incorreto desenvaoluitilizando o conceito
errbneo Decimais mais compridos sdo maidtemiciamente, o aluno vé apenas a
declaracdo do problema no canto superior-esqueralcs@ucao incorreta no centro-
superior da figura. Ao apertar um botdo, a solwegiceta do problema aparece do lado
direito da solucéo incorreta. Nesta situacéo, msca podem comparar as duas solucdes
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e tem a oportunidade de responder duas questgasmAira delas tem como objetivo

fazer o aluno refletir sobre a solucao incorretacenhecer qual é o problema (conceito
errbneo). A segunda questdo € formulada para motwvaluno a utilizar seus

conhecimento para corrigir a solugdo incorretaiegaa contribuir para que outros

alunos também consigam entender o exemplo. Pappndsr as questdes o aluno
constroi sentencas utilizando um menu multipladsco Caso a sentenca seja
construida corretamente sua cor é modificado pardev Caso contrario, sua cor é
alterada para vermelha e o aluno tem a chancerd#ratla novamente.

Jorge has 3 cups. The first cup holds 0.47 L, the

second holds 0.5 L and the third holds 0.613 L. Here is Jorge's incorrect answer Correct answer
Jorge's friend asks him to pick the smallest cup. _ _ _
Which cup should Jorge choose? I should choose the 0.5 L cup I should choose the 0.47 L cup

What is wrong with Jorge's answer? When you think you have the correct explanation, press the button "I'm done".

He thinks decimals are the same as whole numbers, and A are B
A B
longer decimals less than zero
shorter decimals smaller
larger
I'm done

What is wrong with Jorge's answer? When you think you have the correct explanation, press the button "I'm done®,

He thinks decimals are the same as whole numbers, and longer decimals are larger.

What advice would you give Jorge so he can solve this problem correctly? When you think you have selected the best
advice, press the button "I'm done".

Jorge needs to know that to find the smallest decimal, you need to pay attention to which decimal is the shortest, and it

does matter how many digits the decimal has.
Figura 1. Um exemplo incorreto construido utilizando o caite erroneo Decimais
mais compridos sdo maiores

A tecnologia aplicada para a criacdo destes examph mesma utilizada para o
desenvolvimento de sistemas tutores inteligentashecida como CTAT -€ognitive
Tutor Authoring ToolqgAleven et al., 2006). Esta tecnologia permitarcdonteddo
Web que monitora o comportamento do aluno duranés@ucao de exercicios. Assim,
é possivel verificar rapidamente se a respostdulm a&sta correta ou ndo e, também,
analisar o comportamento do aluno ao resolver blgmma. Esse comportanto (e.g.
motivado ou desmotivado) pode influenciar muijgeaformance do aluno e, portanto,
ter essa informacao € fundamental para diagnosititemldades.

Para criar o material didatico utilizamos 3 pasgd$ Desenvolvimento da
interface; (2) Criacdo do modelo especialista asfido um grafo de estados; (3)
Identificac@o de erros tipicos e sua inclusdo rdogde estados. O CTAT oferece um
conjunto de ferramentas que permite o usuario (@afessor) criar a interface do
material em Java ou Flash rapidamente. Neste latal utilizado o Flash devido a
praticidade de desenvolver conteddo interativo aelo grafico que essa tecnologia
proporciona. O modelo especialista reflete o coinfeato que o aluno ird adquirir
durante a interacdo com o materiadorthecimento desejado Esse modelo é
representado no CTAT como um grafo de estadoseRanplo, a Figura 2 apresenta
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parte do grafo de estados para o problema da Figukamedida que o aluno interage
com o material, é possivel estimar o seu nivelpteralizagem. Assim, quando uma
questao € respondida adequadamente, o CTAT modifiestado do aluno indicando
gue o conceito desejado foi adquirido. Na Figuraf,setas em negrito indicam o
caminho percorrido pelo aluno e o estado em ne(gitde 5 indica o estado atual do
aluno em relacdo ao modelo especialista. Os réotags®ciados as setas do grafo
indicam qual foi a interacéo realizada pelo alurgqual é a interacdo desejada descrita
no modelo. Por fim, sdo adicionados estados raladios aos erros tipicos cometidos
pelos alunos para que seja possivel trata-los deirmaadequada e personalizada. Por
exemplo, quando um aluno utiliza o material desktido, € possivel verificar quais
sdo seus conceitos errdbneos e qual a melhor foemiadar com eles em atividades
posteriores. Todas as informacdes sobre a interdgdaluno com o material sédo
armazenadas efags e disponibilizadas em um banco de dados educdcmrehecido
comodatashop(https://pslicdatashop.web.cmu.edu/indey,jpara analise estatistica e a
busca por padrbes de interacao/dificuldade utitipa@cnicas de mineracdo de dados.

Ls |
ﬂ Cognitive Tutor Autharing Tools | =S ‘E:S-I

File Graph Cognitive Model S5im. Student Tools Windows Help

Tutor Type: |Example-tracing Tutor | Author Mode: | Test Tutor -

Behavior Recorder &

|1. layerButtonShow..., -‘.'|

Figura 2. Grafo de estados para o problema apresentadigua A.

Além do exemplo apresentado na Figura 1, dezerasoutros foram
desenvolvidos utilizando os sete conceito errbapossentados nesta secao.
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4. Experimento: Avaliacdo do Contetudo Desenvolvido

Devido ao controverso uso do exemplos incorretosnsino realizou-se um estudo com
429 alunos que estudavam nas sextas, sétimasvasogiéries de duas escolas publicas
do estado da Pensilvania nos EUA. Estes alunosnfalimididos em trés grupos. O
primeiro grupo recebeu apenas exemplos corretos. (BCSegundo grupo recebeu
apenas exemplos incorretos (El). E o terceiro gnguebeu apenas exercicios para
resolver (ER).

Criou-se um conjunto de 100 exercicios de teséefguam distribuidos em trés
provas distintas: o pré-teste, pés-test e o segpaskeste. Os testes foram balanceados
para terem 0os mesmos tipos de problemas, com Ilddides semelhantes. Todo o
material desenvolvido, incluindo os testes, os tescorretos e incorretos e 0s
exercicios foram inseridos em um ambiente virtualethsino chamadiathTutor
(https://mathtutor.web.cmu.equ/ Ao se cadastrar no ambiente, os alunos eram
automaticamente incluidos em um dos trés grupos. imico do experimento,
realizavam o pré-teste. Depois, um conjunto derdBlpmas era oferecido para que o0s
alunos estudassem. Dependendo do grupo em queno a&encontrava esses 30
problemas eram exemplos incorretos (conforme aptade na Figura 1), exemplos
corretos, ou apenas exercicios para se resolveiinAlodestes 30 problemas o pés-teste
era aplicado e ap6s uma semana o0 segundo po®tastealizado. No total, os alunos
utilizaram o ambiente por uma semana durante ogeas aulas de matematica.

A tabela 2 mostra a performance dos alunos em gagm para cada um dos
testes. Observou-se uma melhora sutil na perforendas alunos em todos 0s grupos.
Para verificar se esse resultados séao estatistitaragnificantes teste tfoi utilizado.

Os resultados revelaram que ocorreu melhora stgtifa em todas as condi¢des entre
0 pré-teste e o0 pos-tes{@54)=-.7928p < .001. Além disso, através da analise dos logs
armazenados pelo sistema, foi possivel identifocsaprincipais erros cometidos pelos
alunos durante a resolucdo dos testes. Para cabéermpa, a resposta do aluno foi
armazenada e rotulada como correta, incorreta deaoduso de conceitos erroneos ou
incorreta devido a fatores desconhecidos. Verife®wue aproximadamente 31% dos
erros cometidos no pré-teste foram resultadosadirdé um ou mais conceitos errébneos
apresentados na sec¢do 3. Enquanto que apo0s akadtivicom o0 uso de exemplos
incorretos a porcentagem caiu para 24%. Estestadssl sugerem que o uso de
exemplos incorretos oferece beneficios ao apreddizie decimais, confirmando os
resultados obtidos por outros pesquisadores eraateas da matematica.

Tabela 1.Média dos alunos (M) e o desvio padrédo (DP)

Segundo

Pré-teste Pés-teste  poOs-teste

Grupo M DP M DP M DP
ER 0.5 0.15 0.57 0.16 0.56 0.17
EC 0.54 0.17 0.61 0.18 0.6 0.19
El 0.53 0.16 0.59 0.18 0.58 0.19
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5. Conclusao

Este trabalho teve como objetivo desenvolver calteWWeb para estudar o uso de
exemplos incorretos no ensino de decimais. Pangiatal objetivo foi conduzido um
estudo aprofundado sobre os principais problemeantkia aprendizagem de decimais
e a classificacdo destes problemas em uma taxorseni@nceitos errbneos. Baseado
nestes conceitos erréneos, criou-se diversos exsniptorretos que foram incluidos
em um ambiente virtual de aprendizagem.

Para verificar os beneficios deste material ainerde decimais foi conduzido
um estudo com 429 alunos das sextas, sétimasva®iaries de duas escolas publicas
dos EUA. Os resultados obtidos sugerem que exenmuosretos séo tdo benéficos (e
as vezes até mais benéficos) quanto outros matenaiuns utilizados em sala de aula,
como exemplos corretos e exercicios. Embora osltagdss obtidos sejam positivos,
ainda é precoce concluir que o uso de exemplosrgtos € sempre benéfico ao
aprendizado. Como o experimento realizado foi denap uma semana, em estudos
futuros pretende-se verificar o impacto do usotioow dos exemplos incorretos
quando utilizados por um longo periodo de tempaafibém objetivo futuro dos
autores disponibilizarem todo conteldo desenvolvildo forma gratuita para que
qualquer professor ou aluno tenha acesso a esseetimaterial diferenciado.
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