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Optimal Control and Adaptive Learning for Stabilization of a
Quadrotor-type Unmanned Aerial Vehicle via Approximate
Dynamic Programming

Controle Otimo e Aprendizagem Adaptativa para Estabilizacdo de um Veiculo Aéreo Nao
Tripulado do Tipo Quadrirrotor Via Programacao Dinamica Aproximada

Joelson Miller Bezerra de Sousa'*, Patricia Helena Moraes Régo?, Guilherme Bonfim de
Sousa', Janes Valdo Rodrigues Lima’

Resumo: The development of an optimal controller for stabilization of a quadrotor system using an adaptive
critic structure based on policy iteration schemes is proposed in this paper. This approach is inserted in the
context of Approximate Dynamic Programming and it is used to solve optimal decision problems on-line, without
requiring complete knowledge of the system dynamics model to be controlled. The main feature of the adaptive
critic design method that allows for on-line implementation is that it solves the Bellman optimality equation in a
forward-in-time fashion, whereas traditional dynamic programming requires a backward-in-time procedure. This
feedback control design technique is able to tune the controller parameters on-line in the presence of variations
in plant dynamics and external disturbances using data measured along the system trajectories. Computational
simulation results based on a quadrotor model demonstrate the effectiveness of the proposed control scheme.
Keywords: Optimal Control — Quadrotor — Policy Iteration — Adaptive Critic Design — Approximate Dynamic
Programming

Resumo: Neste artigo € proposto o desenvolvimento de um controlador 6timo para estabilizagao de um sistema
quadrirrotor por meio da utilizacdo de uma estrutura critico-adaptativa baseada em esquemas de iteracéao de
politica. Esta abordagem esta inserida no contexto de Programacgédo Dinamica Aproximada e € usada para
resolver problemas de decisao étima on-line, sem requerer o conhecimento completo do modelo da dindmica
do sistema a ser controlado. A principal caracteristica do método de projeto critico-adaptativo que permite a
implementagéo on-line é que ele resolve a equagao da otimalidade de Bellman em uma maneira "para frente
no tempo", enquanto a programacao dinamica tradicional requer um procedimento "para tras no tempo". Esta
técnica de projeto de controle de realimentacdo é capaz de sintonizar on-line os parametros do controlador na
presenca de variagdes na dinamica da planta e perturbacdes externas a partir dos dados medidos ao longo
das trajetérias do sistema. Resultados de simulagao computacional baseados em um modelo do quadrirrotor
demonstram a eficacia do esquema de controle proposto.
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1. Introdugéo pelos desenvolvimentos em tecnologia de sensoriamento, ar-

mazenamento de energia de alta densidade e processamento

O estado da arte em Veiculos Aéreos Nio Tripulados (VANTS), de dados [7]. UAV € caracterizado por ser uma aeronave sem
Unmanned Aerial Vehicle (UAV), tem recebido diversas con-  pilotos a bordo. O voo desse veiculo pode ser controlado
tribui¢des e avangos em pesquisas nos tltimos anos [1, 2,3,  autonomamente por computador de bordo ou por controle
4, 5, 6]. Tais avancos tém sido motivados, principalmente, —remoto de um piloto no solo ou em outro veiculo. Um dos
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modelos de VANTSs mais populares é o helicoptero quadrirro-
tor, também chamado quadricéptero [8]. A pesquisa em UAV
tem se focado bastante na estrutura mecénica dos quadricOpte-
ros, estabilidade a pertubagdes externas, desvio de obstaculos,
controle tolerante a falhas, modelagem e tarefa com multiplos
agentes [8, 9].

Os quadricépteros se tornaram interessantes para o ramo
da pesquisa a partir do século XX, ao mesmo tempo que
outros veiculos aéreos, devido ao fato da capacidade destes de
decolarem e pousarem verticalmente, e conseguirem realizar
o0 movimento de pairarem durante a execug¢ao do voo, isto &,
maior manobrabilidade e versatilidade quando comparados a
avides, que necessitam de velocidade para manter a forca de
empuxo entre as asas com o propdsito de gerarem sustentacio
[10]. Ao contrario do helicéptero de rotor tinico, o rdpido
ajuste de elevagao € realizado pelo controle das velocidades
angulares das hélices. Devido a estrutura de muiltiplos rotores,
seus momentos ante-torques podem ser cancelados entre si.
Devido a estrutura simples, um quadricéptero € facil de usar
e apresenta alta confiabilidade e baixo custo de manutengao
[3, 4]. Estes podem ser organizados em rotores coplanares, em
que ambos fornecem empuxo para cima, mas com pares que
giram para dire¢des opostas, com o propoésito de equilibrar os
torques exercidos sobre o corpo do veiculo [11]. O controle do
quadricéptero tem sua complexidade no fato dele possuir os
movimentos rotacional e translacional acoplados, o que gera
os seis graus de liberdade e quatro entradas independentes (as
velocidades angulares das hélices — rotores) [6].

Segundo [9], grande parte das publicagcdes cientificas
acerca de quadricépteros tem se concentrado na solugdo de
algoritmos de controle. Dentre as técnicas de controle aplica-
das, pode-se destacar as seguintes: a abordagem de Lyapunov
[12], a qual garante, sob certas condicdes, a estabilidade as-
sintdtica do quadricéptero; a estrutura de realimentagdo PD,
Proporcional-Derivativo [13, 14], com propriedade de conver-
géncia exponencial devido a compensagéo dos termos Cori-
olis e giroscopicos, e a estrutura PID, Proporcional-Integral-
Derivativo [7, 15], a qual ndo requer o conhecimento de para-
metros especificos do modelo e a lei de controle é muito mais
facil de implementar, porém com robustez limitada contra
perturbacdes; o controle RLQ (Regulador Linear Quadrético)
[16], e controle H., [4], cuja vantagem é que exibem boas
propriedades de robustez: margem de ganho infinitamente
crescente, margem de fase entre £60° e boa tolerancia a nao-
linearidades; controle adaptativo [17, 18, 19], que fornecem
bom desempenho com pardmetros incertos e dindmicas ndo
modeladas. Existem outros algoritmos de controle para melho-
rias do desempenho de sistemas quadrirrotores, tais como téc-
nicas fuzzy [1, 20], redes neurais [21], controle backstepping
[22, 23], controle baseado em realimentacdo visual [24, 25],
e controle baseado em aprendizagem por reforco [26, 27, 28].
Em [29] sdo destacados varios projetos de melhoria de es-
tabilidade para quadricépteros, que sdo capazes de realizar
voos autdnomos apenas com o uso de sensores a bordo para
estimacgao da atitude, altitude, posi¢do horizontal e voos trans-

lacionais.

A otimizagdo do esforco de controle no processo de de-
colagem e aterrissagem vertical — controle de altitude — e
o projeto de um controlador 6timo com caracteristicas de
adaptabilidade tem um peso relevante, principalmente para o
controle de trajetorias de voo, devido ao seu regulador auto
ajustavel. Além disso, aeronaves de asas rotativas necessitam
de um controle permanentemente atuante para manterem sua
estabilidade e executarem manobras, ou seja, eles devem for-
necer seu proprio amortecimento para parar de se moverem e
permanecerem estaveis. A dindmica resultante € ndo linear,
especialmente depois de contabilizar os efeitos aecrodinami-
cos [30]. Um controlador 6timo visa minimizar uma métrica
(indice de desempenho) do sistema dindmico no tempo de
modo a obter um sinal de controle que seja capaz de execu-
tar seu objetivo a0 mesmo tempo que respeita as restricdes e
requisitos exigidos no projeto. A equacdo de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) € a base para implementacdo de algoritmos de
programacio dindmica [31].

A Programacgdo Dinamica Aproximada (PDA), proposta
por Werbos [32], € um paradigma para o aprendizado on-line
de controle 6timo. A PDA usa estruturas critico-adaptativas
para aproximar a solu¢do da equagdo HJB e pode ser imple-
mentada por dois dos métodos mais populares: iteracdo de
valor e iterac@o de politica [33]. A premissa de que existe uma
relacdo de causa e efeito entre acdes e recompensas € inerente
a aprendizagem animal. Tal principio, caracterizado por fortes
capacidades de autoaprendizagem e adaptacao, substancia a
Programacdo Dindmica Aproximada. A PDA permite proje-
tar controladores que aprendem as solucdes para problemas
de controle 6timo sem que haja conhecimento completo do
modelo da dindmica do sistema e de forma on-line, ou seja,
com base nos dados medidos, em tempo real, ao longo da
trajetéria do sistema [34, 35]. A PDA resolve os problemas de
maneira “para frente no tempo”. Este método é baseado em
Aprendizagem por Refor¢o (Reinforcement Learning - RL)
para aproximar a solu¢ao 6tima de uma func¢ao de custo (fun-
¢do valor) que garanta otimalidade ao longo do tempo. Uma
visdo geral das técnicas de PDA e seus avangos focados em
controle 6timo sio apresentados em [36, 37].

Apesar das técnicas de controle 6timo terem alcancado
sucesso em muitas aplicacdes em sistemas quadrirrotores, um
aspecto que deve ser observado € que os projetos de contro-
ladores resultantes desses métodos, em geral, sao realizados
off-line, ou seja, os ganhos dos controladores ndo dependem
das trajetérias dos estados e sdo calculados baseados no mo-
delo detalhado da dindmica do quadrirrotor [38], como obser-
vado em [39], [40], [41] e [42]. Neste artigo, o problema de
estabilizacdo de um quadrirrotor € enfatizado sob o ponto de
vista da pesquisa e desenvolvimento de sistemas de controle
6timo baseados em PDA. Os beneficios de tal abordagem
sdo que, além de promover a reducio no esforgo de controle
durante o movimento de voo pairado do veiculo, os ganhos
do controlador sdo automaticamente ajustados a medida que o
processo dindmico estd em operacdo, o que € vidvel para situa-
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¢oes tais como variacdes abruptas na massa € no momento de
inércia do veiculo devido a adi¢do de uma carga de trabalho.
Neste contexto, € apresentado um método de aproximacdo
de Iteragdo de Politica baseado em redes neurais treinadas
pelo algoritmo recursivo dos minimos quadrados (RMQ) para
resolver on-line a equagdo algébrica de Riccati (EAR) dis-
creta. A EAR pode ser vista como uma forma particular da
equacdo HJB associada ao problema do regulador linear qua-
dréatico (RLQ) discreto. Segundo [43], a abordagem RMQ é
um treinamento eficiente de segunda ordem que leva a uma
convergéncia mais rdpida em comparacdo com as abordagens
de primeira ordem, tais como o algoritmo de retro propagacdo
(BP - backpropagation) e algoritmo do gradiente descendente,
comumente usados em aprendizado de redes neurais [44, 45].

A estrutura de controle que serd usada neste trabalho ¢ ilus-
trada na Figura 1, em que o agente de aprendizagem (contro-
lador) interage com o ambiente (quadricéptero) inicialmente
desconhecido. O componente ator aplica uma agdo ou poli-
tica de controle ao ambiente, € 0 componente critico avalia o
valor daquela a¢do. Baseado nesta avaliagdo, véarios esquemas
podem entdo ser usados para modificar ou melhorar a agdo
no sentido que a nova politica produz um valor que é melho-
rado sobre o valor anterior. Desta forma, o agente é capaz de
aprender a politica 6tima a partir de suas experi€ncias sem
conhecer os parametros do sistema dindmico.

Implementa a
Politica de Controle

Acgdo de Controle

CRITICO

Sinal de Reforco SISTEMA

Sistema Dindmico:
Quadricoptero

Avalia a Politica de
Controle Atual

Estados

Estados

Figura 1. Estrutura de Controle RL Ator-Critico

O restante deste artigo esta organizado como descrito a
seguir. A Sec¢do 2 apresenta o modelo matematico de um
sistema quadrirrotor. A metodologia e algoritmos de progra-
macdo dindmica aproximada que sio aplicados ao sistema
de quadrirrotor sdo apresentados na Secdo 3. Nesta secdo,
as formulagdes sdo expostas desde a abordagem de Bellman
da programacao dinamica cldssica até a abordagem que em-
prega aproximacdes da solug¢do da equacdo da otimalidade de
Bellman via estrutura critico-adaptativa. Na Se¢do 4, sao mos-
trados os resultados de simulagcdo computacional que avaliam
o esquema de controle proposto para o sistema de quadrirrotor.
E, por fim, a Se¢do 5, traz a conclusio do trabalho.

2. Descricao Matematica do Sistema Qua-
drirrotor

Os quadricépteros sdo caracterizados por possuirem seis graus
de liberdade: trés graus de liberdade nas posi¢des lineares
— translacionais — X, Y e Z, e tr€s nas posi¢des angulares —
rotacionais — definidos pelos angulos do sistema de coordena-
das do corpo em relacdo ao sistema fixo a terra, representado
pelos angulos de Euler ¢, 6 e y, que sdo conhecidos como
rolagem (roll), arfagem (pitch) e guinada (yaw), respectiva-
mente, e descrevem a orientag¢do do veiculo [9]. Na Figura 2,
pode-se visualizar os dois sistemas de coordenadas: E-frame,
Sistema de Coordenadas Fixo a Terra (Earth Inertial Refe-
rence), € B-frame, Sistema de Coordenadas Fixo ao Corpo
(Body-fixed Reference). O B-frame é definido pela orientacio
do quadricéptero, no qual os eixos dos rotores apontam na
direcdo positiva de z e os bracos nas direcdes x e y. Este
sistema estd acoplado ao corpo do veiculo e coincide com o
centro da estrutura do quadricéptero.

<
=

Og

Figura 2. Sistemas de Coordenadas de um quadricéptero

2.1 Descricao Cinematica

A atitude ou posi¢do angular de um quadricéptero é definida
pela orientacdo do sistema B-frame em relagdo ao sistema
E-frame. O vetor de atitude é definido por

o=[p 6 vy )

E possivel combinar as quantidades linear e angular dos
sistemas para dar uma representacdo completa do corpo no
espaco. Assim, sio definidos os seguintes vetores

"

E=ge| =X ¥ Z ¢ 6 y] 2
B
V= Z)B =[u v w p g r], 3)

em que & € o vetor de posi¢io generalizada em relagio ao
sistema E-frame, composicdo dos vetores de posi¢ao linear
IE=[x v ZTeangular ® =[¢p 6 y]l,evéo
vetor de velocidade generalizada em relacdo ao sistema B-
frame, composicdo dos vetores de velocidade linear V5 =
[u v w|"eangular o® =[p ¢ r]" do quadricptero.
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A Equacio (4) descreve a cinemdtica de um corpo rigido
de seis graus de liberdade

E=Jov, )

em que &j é o vetor de velocidade generalizada em relacdo
ao sistema E-frame, e Jg € a matriz generalizada, a qual é
composta de quatro sub-matrizes de acordo com a seguinte
equacgao

Jo = [ R@ 03><3] 7 (5)

03x3 To

em que Rg € a matriz de rotagdo e Tp € a matriz de transferén-
cia dadas por

CyCop —SyCp +CySeSy SyS¢ + CySoCy
Re = |syco  cCyCop+SySesy  —CysSy +5ysecy| (6)
—S0 C9S¢ C9C¢
1 Solo C¢t6
T@ =10 Co —S5¢ . (7)
0 s¢/co cp/co

Nas Equacdes (6) e (7), as seguintes notagdes sdo adotadas:
cr = cosk, sy =sink e f;, =tank

2.2 Descrigcao Dinamica
As equagdes de movimentos sdo mais convenientemente for-
muladas no sistema fixo ao corpo pelas seguintes razdes [46]:

* A matriz de inércia € invariante no tempo;

* A simetria do corpo do veiculo pode ser usada para
simplificar as equagdes, com /y; e I,y nulas;

* As forgas de controle sdo geralmente dadas no sistema
fixo ao corpo;

* As medi¢des tomadas em voo sdo facilmente converti-
das para o sistema fixo ao corpo.

A dinamica de um corpo rigido de seis graus de liberdade
leva em consideracdo a massa m e a matriz de inércia I do
corpo. A partir do Primeiro Axioma de Euler, da Segunda Lei
de Newton seguem as deriva¢des dos componentes lineares
do movimento do corpo de acordo com a Equag@o (8) e dos
componentes angulares, extraidos do Segundo Axioma de
Euler e da Segunda Lei de Newton, conforme a Equacao (9)

m(VE + 0f x vB) = FB (8)

10® + 0 x (I0%) = Ty7®. 9)

Na forma matricial, a dindmica € descrita pela seguinte
equagdo

mlz.3  03,3] [VE o® x (mvB)] [FB
[03x3 1 ] [(i)B}—i_[a)Bx(le) = || 10

A Equacio (10) € usada para representar o modelo do qua-
dricéptero. Considera-se que o ponto central do quadricéptero
coincide com seu centro de massa e que a sua estrutura em
cruz coincide com os eixos principais de inércia. Os vetores
FB e 8 contém informacdes que estdo divididas em trés con-
tribui¢des: i) vetor gravitacional, gerado a partir da aceleracao
da gravidade; ii) efeitos giroscopicos, produzidos pela rotagao
das hélices, e iii) forcas e torques produzidos diretamente
pelas entradas do movimento principal.

Expressando os efeitos da forga gravitacional, efeitos gi-
roscopicos e a matriz de movimento, pode-se representar a
dindmica do quadricéptero na forma de um sistema de equa-
¢odes dado por [47, 48]

= (vr—wq)+g se
v=(wp—ur)—gcgsy

, U
W= (ug—vp) —gcosy + Z

. Ivy 7IZZ JTP U2
P (4o
. Izz - Ixx JTP U3
q=—F5—pr+—pQ+-—

Ly Ly Ly

I I, U.

= XX yy q+ 74

I; I;

No sistema (11), leva-se em consideracdo que as relacdes
entre as entradas de controle Uy, U,, U; e Uy e as velocidades
das hélices Q1, Q,, Q3 e Q4 podem ser aproximadas por

Uy =b(Q]+Q3+03+07)
Us = bI(QF — Q3)

Us = bl(Q3 — Q7)

Uy =d(Q3+Qf —Qf — Q)
Q=—-Q1+Q —Q3+Qy4,

12

em que b o coeficiente de empuxo, d o coeficiente de arrasto
e [ € a distancia entre os eixos de rotacdo de duas hélices
opostas. Jrp € 0 momento de inércia total em torno do eixo
da hélice.

O sistema de Equagdes (11) descreve a dindmica do qua-
dricéptero no sistema B-frame, mas pode-se representar em
um sistema hibrido, composto de equagdes lineares em rela-
¢d0 ao sistema E-frame e equagdes angulares em relagdo ao
sistema B-frame. Este novo referencial € chamado H-frame.
Este sistema € adotado porque é facil de expressar a dina-
mica combinada com o controle (em particular para a posicdo
vertical no referencial inercial da Terra). O seguinte sistema
de equagdes descreve a dindmica do veiculo em relacdo ao
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sistema H-frame

., U
X = (sinysin¢ + cos l,t/sinGcosq))Z1
Y = (—cosysing +sinl;/sin9c05¢)ﬂ
m
.. U
Z= —g—i—(cos@cosq&)—1
m

pobomhe e o U (1
Ixx Ixx Ixx
I, —1, J U
_ ZZI XX %pg + 173
yy Yy yy
7 L Iyy q + %.
IZZ IZZ

Para projetar um controlador linear, o0 modelo ndo linear
(13) deve ser linearizado em torno de um ponto de operagdo.
No controle de decolagem e aterrissagem vertical, geralmente,
¢ escolhido para ficar em voo pairado. Se for feita a suposicio
de que o veiculo estd em condi¢des de voo pairado, pode-se
considerar as seguintes aproximagcdes:

Uy =~ mg
pEg=Er= 0
sin(y) =20 (14)
sin(0) = 0
sin(¢) = ¢

Dessa forma, reescreve-se a Equacdo (13) na seguinte
forma:

X =g06
V=—g¢
i} Uy
J=—gt+ -t
g+ .
) Us
pr— ) p— — 15
o=p I 5)
) U
b=g=—
Iy
.. Uy
== —
Y=L

3. Abordagem de Controle

A Programac¢do Dinamica Aproximada (PDA) consiste em
formular métodos para resolver o problema de programagao
dindmica “para frente no tempo”, em tempo real, com o uso
dos dados medidos ao longo das trajetdrias do sistema [33].
PDA conduz a uma familia de controladores que tem a capa-
cidade de aprenderem on-line as solugdes de problemas de
controle 6timo quando o modelo explicito do sistema nio estd
disponivel. Esses métodos sdo baseados em aprendizagem
por diferenca temporal e aproximacéo da fungéo valor. Esta
técnica atualiza o valor em cada passo de tempo a medida em
que as observacdes de dados s@o tomadas ao longo de uma
trajetéria do sistema. Nesta se¢do, a solucdo do Problema

do Regulador Linear Quadratico (RLQ) em tempo discreto é
apresentada sob a optica de Programacdo Dindmica Aproxi-
mada.

3.1 Equacoes de Bellman para o Sistema de Con-
trole RLQ
Considere o seguinte sistema de tempo discreto

Xt = f (X, ) (16)
e

ug = h(xe), (17)
em que a fungdo de transi¢do de estados f(-): R" — R”

e a politica de controle A (-) : R" — R™ siio mapeamentos
lineares dados por f (xx, ux) = Ax; + Bug e h(x;) = —Kxg,
comA € R™" Be R"™™ x; é o vetor de estados, u € o
vetor de entradas de controle, e K(-) € R™*" § a matriz de
ganhos de realimentagéo de estados. Uma politica / (-) serd
identificada simplesmente por K.

A ideia de comportamento 6timo orientado a objetivos é
extraida da definicdo de Medida de Desempenho ou Funcao
de Custo, a qual é dada por

=

Vk(xk) = Zyiikr (xivui) )

i=k

(18)

em que 0 < ¥ < 1 um fator de desconto, e r € uma funcao de
utilidade que possui a seguinte estrutura

r (Xpe, ug) = X5 Qxg + uj Ruy, (19)
com Q= QT >0e R =RT >0 matrizes de ponderagdo do
estado e do controle. Uma politica de controle £ (x;) = —Kx;
diz-se admissivel quando o ganho K € estabilizador e produz
um custo finito. Uma forma equivalente a Equacdo (18) é
dada pela equag@o de diferencas [45]

V) = o) +7 Y 7 (). (20)
i=k+1
VE () = r (e, i) + PV (1) 21)

A Equacao (21) é conhecida como equagdo de Bellman. Ao in-
vés de avaliar a soma infinita (18), pode-se resolver a Equacao
(21) para obter o valor de usar uma politica atual K. Deter-
minar o valor de uma politica atual através da equagdo de
Bellman € o conceito-chave no desenvolvimento de técnicas
de PDA.

O RLQ tem por objetivo fornecer uma lei de controle que
minimiza a fungdo de custo VX (x;) para o estado atual x;.
Em RLQ, sabe-se que a fun¢do valor de qualquer politica de
controle admissivel K € quadratica no estado atual, ou seja,

VE (xp) = x Pxy, (22)
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para alguma matriz simétrica P > 0. Assim, considerando a
fungdo de utilidade (19) e a representacao (22) da funcio de
custo, a equagdo de Bellman (21) para o RLQ pode ser escrita
na forma

xgPxi = x] Oxg + ug Rug + Y Py (23)

Em termos da matriz de ganho de realimentagéo, a Equa-
¢f0 (23) é dada na forma

x{Px;=x] (Q+K"RK +7y(A—BK)"P(A— BK))x. (24)

Uma vez que a Equagdo (24) deve ser satisfeita para todos
os estados atuais x, tem-se

Y(A—BK)"P(A—BK)—P+Q+K'RK=0. (25)
Fixado o ganho K, esta equac@o matricial € linear em P e é
conhecida como equagdo de Lyapunov. Agora, escrevendo a
Equacdo (23) como

XU Px. = x] Ox+ u] Ruy

26
+}/(Axk JrBI/tk)TP(AJCk +Buk), (26)

a diferenciacdo com respeito a u; € aplicada para impor uma
politica de decisdo u;, = —Kx; que minimize a fungao de custo.
Entdo, tem-se que a politica 6tima deve satisfazer

Ruy + yBTP (Ax; + Buy) =0, 27
ou seja, o ganho de realimentacéo 6timo é dado por
K =y(R+yBTPB) " 'BTPA. (28)

Substituindo a Equacdo (28) na Equacgdo (26), e apds
simplificacdo, tem-se

-1
Y(ATPA)—P+Q—7y [ATPB (I; +BTPB> BTPA] =0.
(29)

Esta equacdo é conhecida como equagao algébrica de Riccati
(EAR) discreta ou equacdo da otimalidade de Bellman para o
RLQ.

3.2 lteragao de Politica para o RLQ

A iteracdo de politica (IP) consiste em um processo iterativo
de busca da politica de controle 6tima K* em que a cada itera-
¢ao j, a fungdo valor Vi, para a politica atual K; ¢ determinada
(avaliagdo de politica), e, em seguida, uma nova politica K
¢ obtida de modo a ser melhor, ou pelo menos igual a politica
atual (melhoria de politica). A avaliac@o de politica ¢é feita
através da solucao da equacao

V(A —BK;)"Pj1 (A~ BK;) — P11 +Q+KRK; =0. (30)

A Equacio (30) equivale a equag@o de Lyapunov (25). Pode-
se demonstrar que a equagdo de Bellman € uma equacdo do

ponto fixo [49]. Assim, dada uma politica admissivel K;,
existe um unico ponto fixo Pj 1, € 0 seguinte mapeamento de
contracao

Pi*' = y(A—BK;)"Pi(A—BK;)+ Q+KIRK;, (31)

pode ser iterado a partir de qualquer valor P]Q e resulta no
limite P;* — Pj+1 quando i — oo,

A etapa de melhoria de politica € feita através da expres-
sdo:

hjv1(x) = —Y(R+YB"Pj11B) 'BTPj 1Ay (32)
3.3 Ilteracéao de Politica Generalizada para o RLQ

A Tteracdo de Politica Generalizada (IPG) aplica um nimero
M finito de recursdes de Lyapunov em cada passo j. O algo-
ritmo € iniciado com a escolha arbitraria de uma politica de
controle Ky, ndo necessariamente admissivel. A cada passo j
do processo iterativo, o valor P]l ¢ atualizado através de

Pt =y(A—BK;)'Pi(A—BK;)+ Q+KIRK;, (33)

comi=0,1, ..., M—1, para algum M finito, com PJQ =P;
como condi¢do inicial. Em seguida, estabelecendo P; | = PJM ,
realiza-se a etapa de Melhoria de Politica, em que se determina
uma politica melhorada através de

Kji1=Y(R+YBTPj11B)”'BTP;1A. (34)

Estabelecer M = 1 requer apenas uma recursdo de Lya-
punov em cada passo j, ou seja, somente uma iteracdo do
mapeamento (33) é tomada no passo de atualizacio da funcio
valor. Enquanto, estabelecer M — oo, ou seja, executar o ma-
peamento (33) até a convergéncia, resulta no algoritmo IP, que
resolve a equagdo de Lyapunov (25) em cada passo j (a poli-
tica atual K; € fixada até que a convergéncia seja alcangada).
Assim, o algoritmo IP apresenta um custo computacional (nd-
mero de operagdes aritméticas em ponto flutuante (FLOPs —
floating point operations) realizadas pelo algoritmo em cada
passo j) maior comparado com o caso M = 1, no entanto, o
algoritmo IP converge em um nimero de iteracdes (nimero
de passos j) significativamente menor. Mais detalhes sobre
custo computacional e tempo de convergéncia de algoritmos
de iteragdo de politica podem ser encontrados em [50].

3.4 Ilteracao de Politica Aproximada para o RLQ
Iteracdo de politica aproximada (IPA) envolve encontrar uma
solucdo aproximada da equacdo de Bellman através de uma
representacio paramétrica da funcdo valor. Em particular,
a funcgdo valor VX ¢ uma aproximacdo paramétrica linear
VK R" x R® — R dada por

VE (xk, 0) = x] Pxy = (x, @) Tvec (P) = %0,  (35)

em que ® é o produto de Kronecker e vec(P) é o vetor for-
mado pelo empilhamento das colunas da matriz P. Observe
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que ¥ = x; ® x; € o vetor polinomial quadratico que contém
todos os possiveis produtos das n componentes de x;. Os
termos redundantes em x; ® x; sdo removidos para definir um
conjunto de base quadrética X, ou seja,

= 2 2 2
x}(l’ = [xkl © Xkl Xkn X+t Xk2 Xkn * - Xk2 Xkn xk2] . (36)

O vetor de pardmetro ajustdvel € 0, cujas componentes es-
tdo em correspondéncia com os elementos da matriz P. Le-
vando em considera¢do que P € simétrica, existem somente
n(n+1)/2 elementos em 6, que sdo as n entradas diagonais
de P e asn(n+1)/2 —n somas distintas p;; + p ;. Entende-se
a forma apresentada na Equac@o (35) como uma rede neural
de ligagao funcional (Function Link Neural Network - FLNN),
que trata-se de uma rede neural cuja resposta produzida é
linear nos parametros da dltima camada. Neste caso, tem-se
que X é o vetor de funcdes de ativacado [51, 52].

De acordo com a Equagdo (23), o parAmetro 6 € ajustado
para minimizar, em um sentido dos minimos quadrados, o
erro residual (erro de diferenca temporal) definido por

ex = x Ox + ufRug + y5), 6 — X1 6. 37

A func@o e, € um erro de predi¢do entre o desempenho obser-
vado ka Oxy + u,{Ruk + }/X{ +10 € o desempenho predito X,{ 0
em resposta a uma agéo de controle aplicada ao sistema. Os
valores de e¢; podem ser considerados como uma indicacio
de ajuste para satisfazer a equacdo de Bellman. Isso produz a
melhor aproximagio para o valor Vi correspondente ao usar
a politica atual K.

No algoritmo IPA, inicialmente, seleciona-se uma politica
de controle admissivel Ky. Em seguida, avalia-se essa politica,
através da solu¢do de minimos quadrados 6,1 para

(X% — Y&pe1)T 0j1=r (Xk,hj(xk))

=] (Q + K}RK,) X %)
e, realiza-se a etapa de melhoria de politica por meio da Equa-
¢a0 (34). Observe que a estimacdo da fungdo valor para uma
dada politica K; requer somente amostras dos estados e do
custo instantaneo r, enquanto que o modelo da dindmica da
planta é necessario para atualizacdo da politica de controle.
Para tornar a regra de decisdo independente do modelo da
planta, pode-se usar uma estrutura de rede neural para repre-
sentar a politica de controle. Em [33], os autores propdem um
esquema IPA com uma parametrizagdo linear dada por

up=nh (xk) = UTG(xk), 39)

com o (x) : R" — RM um vetor de M fungdes de ativagio
e U € RM*™ yma matriz de pesos ou pardmetros desconhe-
cidos. Isso fornece um algoritmo on-line de aprendizagem
por refor¢o para resolver o problema de controle 6timo por
meio da Iteracdo de Politica, baseado em dados medidos ao
longo das trajetdrias do sistema. No presente artigo, usamos
a estrutura dada nas Equagdes (35) e (36) para aproximar a
fungdo valor V (x;), e a politica i(x;) é calculada por meio da
Equacio (34).

3.4.1 Implementacao On-line do Método IPA

A solu¢do dos minimos quadrados para a Equacao (38) pode
ser resolvida em tempo real coletando-se tuplas de dados da
forma (xg,Xxgy1,d (xx,0;)), em que d (xx, 0;) é a funcdo obje-
tivo desejada para a qual a estimativa atualizada da fungdo
de custo, V (xk, 0 j+1), precisa corresponder. Tal funcao con-
siste do custo imediato (instantaneo) e da estimativa atual da
funcdo de custo para o estado seguinte x4 1, ou seja,

d (x,60;) = xi T Qxi + w " Rug + yx[_, 6. (40)

Um aspecto relacionado a esta abordagem € que as es-
timativas da fungdo de custo associada a uma politica K;
s@o atualizadas a cada passo de tempo observando os dados
do sistema. Isso pode ser determinado por meio de simula-
¢do, ou, em aplica¢gdes em tempo real. Portanto, a estrutura
paramétrica da fungdo de custo RLQ tem seu parametro 6
estimado utilizando o algoritmo recursivo de minimos quadra-
dos (RMQ). A abordagem RMQ considerada é para viabilizar
a solucdo on-line da equagdo EAR associada ao projeto de
controle 6timo RLQ [53]. O algoritmo RMQ € dado por

ej (i) =d(x,6;) =56, (i—1) 1)
o (i = De; (i)

041 (i) = 11 (i 1)+N+f;1—rj(i_l)_k 42)
i oo Lii-DEFE-1)

rj(l)_ﬁ Li-1) L AT, -5 (43)

em que j € o indice de atualizac@o de politica, i é o indice
das recursdes do RMQ, k é o tempo discreto, I' é a matriz de
covaridncia da recursdo, e (i) € o erro de estimag¢do do RMQ,
e U é o fator de esquecimento, 0 < p < 1. Uma forma de
interpretar o fator 1 < 1 € que as observagdes mais recentes
sdo mais influentes na estimagdo dos pardmetros, uma vez
que elas contém informagdo mais atualizada. Se 4 =1, o
mesmo peso ¢ atribuido as observacdes. As componentes do
pardmetro 6 estdo associadas com os elementos da matriz P
de Ricatti. Na Secdo 3.4, nota-se a quantidade de elemen-
tos independentes dessa matriz, que sdo formados a partir da
expressdo 7(n+1) /2 onde n é o nimero de estados do quadrir-
rotor (n = 12). Entdo, serdo 78 elementos considerados para a
avaliacdo do comportamento de convergéncia da matriz P de
Riccati, no entanto, serdo apresentados aqui somente os mais
relevantes. Para satisfazer a condigdo de excitac@o persistente
necessdria para a convergéncia do estimador RMQ, isto é, evi-
tar a singularidade da matriz de covaridncia do RMQ, usou-se
o esquema padrao de reinicializacdo dos estados a cada inter-
valo nyeye = n(2+1) /2. Outros esquemas padrdes poderiam ser
usados, tais como a reinicializa¢do da matriz de covariancia
ou a adi¢do de um pequeno sinal de ruido de prova na entrada
de controle [54].
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4. Resultados de Simulacao

Nesta secdo sdo apresentados os resultados de simulagdo com-
putacional que ilustram o projeto de controle 6timo via méto-
dos de Programagdo Dindmica Aproximada para um sistema
de quadricéptero, com seis graus de liberdade (6-DOF). Como
discutido em [55], o uso de simuladores computacionais é
bastante atraente nas pesquisas que envolvem algoritmos de
aprendizado, tais como as técnicas de RL, por tornar o de-
senvolvimento de controladores mais barato, rapido e seguro.
Contudo, transferir a politica aprendida no simulador para o
protétipo real nem sempre € possivel, problema este conhe-
cido como gap de realidade e é um tépico bastante discutido
na comunidade cientifica e ainda sem solu¢do definitiva. Em
[56], os autores mostram as metodologias mais utilizadas para
transferir e/ou adaptar as politicas aprendidas no simulador ao
mundo real, dentre elas pode-se citar: a utilizagdo de simula-
dores mais realisticos, o uso de métodos de randomizagdo de
dominio e a obtenc¢do de agentes mais robustos a pertubagdes
externas, como realizado neste estudo. Isto posto, uma das
questdes de interesse na andlise dos resultados, € verificar, a
partir de uma condi¢@o de operagdo anterior estavel, a adapta-
bilidade do controlador baseado em PDA perante variacdes
nos parametros da planta (variacdo na massa do quadricop-
tero), durante o movimento de voo pairado do veiculo. Uma
vez que o controlador 6timo proposto neste artigo é projetado
com base em um sistema de tempo discreto, o0 modelo da
planta foi discretizado mediante o segurador de ordem zero
[57], com periodo de amostragem 7; = 0,001 s. Para avaliar
a precisio da solugdo do controlador proposto (politica de de-
cisdo), sdo realizadas comparagdes com a resposta fornecida
pelo método IP off-line (politica de referéncia). Tal politica
€ usada para mostrar que o algoritmo IPA tem a capacidade
de alcancar uma solucdo suficientemente préxima da solu-
¢do exata. Os experimentos computacionais foram realizados
usando o ambiente MATLAB® (Matrix Laboratory) R2018a
em um computador pessoal (Personal Computer - PC) com
CPU Intel Core 17-8550U 1.99 GHz e 16 GB RAM.

A estrutura paramétrica da fungao de custo RLQ tem seu
pardmetro O estimado por meio do algoritmo recursivo de mi-
nimos quadrados (RMQ). A abordagem RMQ considerada é
para viabilizar a solugdo on-line da EAR associada ao projeto
de controle 6timo RLQ [58]. As componentes do pardmetro
0 estdo associadas com os elementos da matriz P de Ricatti.
Na Secdo 3.4, nota-se a quantidade de elementos indepen-
dentes dessa matriz, que sd@o formados a partir da expressao
n(n+1)/2, onde n é o nimero de estados do veiculo (n = 12).
Entdo, serdo 78 elementos considerados para a avaliacdo do
comportamento de convergéncia da matriz P de Riccati, no
entanto, serdo apresentados aqui somente os mais relevantes.
Para satisfazer a condi¢do de excitacdo persistente necessa-
ria para a convergéncia do estimador RMQ, isto é, evitar a
singularidade da matriz de covaridncia do RMQ, usou-se o es-
quema padrdo de reinicializa¢do dos estados a cada intervalo
Ryevie =n(n+1)/2.

4.1 Setup da Simulagao

O setup do algoritmo PDA consiste da informagao que est4 re-
lacionada aos pardmetros do sistema dindmico (simulador do
ambiente), matrizes de ponderacdo de estado e controle (Q, R),
condigdes iniciais e pardmetros do processo iterativo. Os pa-
rametros do sistema dinamico (quadrirrotor) foram escolhidos
conforme [59] e sdo apresentados no Apéndice A.

Os métodos de busca das matrizes Q e R sdo orientados
para impor um objetivo de controle especificado. A classifica-
¢do desses métodos é baseada em suas caracteristicas de busca,
tais como busca heuristica [60, 61], busca baseada em inteli-
géncia computacional [62, 63] e busca empirica [64]. Neste
artigo, essas matrizes foram definidas pelo método de busca
empirica (por tentativa e erro), de acordo com a experiéncia
do usudrio. Considerou-se Q e R com variagdes de testes em
que Q = 10%] 5412 e R= 107144, onde g; e r; assumem
valores de peso para avaliar os custos das politicas de controle
e desvios dos estados durante o processo iterativo do método
IPA (g;i = —2 e r; = —4). A escolha adequada das matrizes Q
e R tem influéncia relevante na estabilidade do sistema em ma-
lha fechada. Observou-se que os valores de g; > 0, enquanto
os valores de r; foram mantidos constantes, levam a situagdes
de instabilidade. Por outro lado, variagdes nos valores de
gi, com g; < 0 levam a mapeamentos dos polos em malha
fechada na regido de estabilidade, ou seja, dentro do circulo
unitdrio de raio igual a 1. Em termos do transitério do sistema
de malha fechada, escolheu-se ¢; = —2, em comparagdo com
gi = —1, que exibiu uma resposta mais oscilatéria para algu-
mas varidveis de estado, Z e w. Uma investigacio para mapear
outras regides do plano-Z estdvel envolve o desenvolvimento
de heuristicas para a selecdo das matrizes Q e R, por exemplo,
heuristicas que levam em consideracdo nido somente os ele-
mentos diagonais das matrizes de ponderagdo, mas também
elementos fora da diagonal com combinagdo de diferentes ele-
mentos de Q e R [61]. Outro pardmetro importante da fungcao
de custo é o fator de desconto. Para garantir que o indice de
desempenho dado na Equacgdo (18) seja limitado, um fator de
desconto 0 < y < 1 foi selecionado (Y = 0,5). O significado
de ¥ < 1 € que os custos orientados para o futuro sdo menos
relevantes do que os custos incorridos no presente.

Com respeito ao estimador RMQ, considerou-se a condi-
¢a0 inicial da matriz de covariincia dada de acordo com [65],
em que I'; (0) = Bl7gx 78, para alguma constante positiva f3
com valor grande (8 = 10%), enquanto o vetor de parametros
inicial 8y pdde ser selecionado aleatoriamente. Assim, as com-
ponentes de 6y associadas aos elementos diagonais da matriz
P de Riccati foram estabelecidas iguais a 10, e as demais com-
ponentes iguais a zero. Nas simulacdes realizadas pode-se
também observar a grande influéncia do fator de esquecimento
U no comportamento de convergéncia do pardmetro 6 durante
o processo de aprendizagem. Na pratica o fator u recebe valo-
res na faixa 0,95 < u <0,999 [66]. Nas simula¢des foram tes-
tados valores nesta faixa com incremento de 0,01. Os melho-
res resultados foram obtidos com y = 0,98 e u = 0,99, que
levaram a convergéncia do estimador. J4 os valores . = 0,96
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e u = 0,97 causaram uma divergéncia abrupta nos valores
do pardmetro 0. Nesta se¢do, os resultados sdo apresentados
para o fator u = 0,99. Neste projeto, a reinicializagdo dos
estados, Xyir, ¢ usada para satisfazer a condigdo de excitacio
persistente do estimador RMQ. Para tal, selecionou-se X,y =
[0,04 0,04 0,04 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,0001 0,0001 0,0001]T.

4.2 Processo lterativo da Solucao On-line da EAR

A evolugdo do processo iterativo para a solucdo da EAR ¢é
dada nas Figuras 3-8 para um ciclo de 60000 itera¢des ou 60
s. As informagdes representam o comportamento de conver-
géncia dos elementos p11, P22, P33, Pad, P55 € Pee da matriz
P, correspondentes aos componentes 0y, 03, 64, 634, 643 €
65, do vetor de parametro 6, respectivamente. Para melhor
visualizar, ilustra-se no grafico superior o comportamento de
convergéncia da iteragdo 0 a 20000, e no grafico inferior, tem-
se 20000 a 60000. Percebe-se claramente que os elementos
convergem para o valor de referéncia (linha tracejada), com
soluc@o admissivel em torno de 50000 iteracdes, ou seja, 50 s.
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Figura 3. Evolucdo do processo iterativo do pardmetro 6,
para um ciclo de 60000 iteracdes.
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Figura 4. Evolucdo do processo iterativo do pardmetro 63
para um ciclo de 60000 iteracdes.
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Figura 5. Evolucdo do processo iterativo do parametro 64
para um ciclo de 60000 iteracdes.
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Figura 6. Evolucdo do processo iterativo do pardmetro 634
para um ciclo de 60000 iteracdes.
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Figura 7. Evolugao do processo iterativo do parametro 643
para um ciclo de 60000 iteracdes.
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Figura 8. Evolucao do processo iterativo do parametro 0s;
para um ciclo de 60000 iteragdes.

Para efeito de andlise do desempenho do controlador ba-
seado em PDA, mostra-se na Figura 9 o comportamento da
funcdo de custo durante o processo de aprendizagem. Tal
funcdo avalia a qualidade das politicas de controle ao longo
do processo iterativo da EAR.
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Figura 9. Funcédo de custo para um ciclo de 60000 iteragdes.

4.3 Matriz de Ganhos K

Mostra-se a seguir a evolucdo dos elementos da matriz de
ganhos K durante o processo de aprendizagem, oriunda da
politica de controle u = —Kx, na qual dos 48 elementos que
compdem essa matriz, somente os mais relevantes serdo apre-
sentados. Observa-se nas Figuras 10 e 11 que a estabilidade
dos elementos da matriz K é alcangada, em geral, depois de
50000 iteragdes. O objetivo de controle, que € estabilizar o
quadricéptero na condicdo de voo pairado (ponto de equilibrio
nulo), é alcangado.

As Figuras 12 e 13 mostram as trajetdrias representativas
seguidas pelos estados apds o processo de aprendizagem da
politica de controle 6tima. Percebe-se claramente que os
estados alcancaram a condic¢do de equilibrio (estado nulo).
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Figura 10. Comportamento de convergéncia dos elementos

Kij(i=1,2¢ej=2,3,4,8,9, 10) da matriz de ganhos K
durante o processo de aprendizagem para um ciclo de 60000
iteragdes.
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Figura 11. Comportamento de convergéncia dos elementos
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4.4 Testes com Variag6es nos Parametros do Qua-
drirrotor

Para demonstrar a adaptabilidade do controlador RLQ base-
ado em PDA, foram realizados testes com varia¢des bruscas
na massa do quadrirrotor, regidas por uma funcéo degrau. Em
particular, as Figuras 14 e 15 ilustram a resposta do contro-
lador devido a um acréscimo de 30% no valor da massa do
quadrirrotor (o que corresponde a uma variagdo de 0,8 kg para
1,04 kg), que ocorreu na iteracdo 80000. Pode-se observar
uma mudanga dréstica nos parametros do controlador nas pri-
meiras iteragdes onde € inserida a perturbagéo, no entanto, o
controlador é capaz de ajustar automaticamente seus parame-
tros para levar o quadrirrotor para o mesmo ponto de operacdo
estavel (estado nulo), ou seja, a politica de controle atua le-
vando o sistema novamente a estabilizar-se para a condicdo de
voo pairado. As trajetdrias dos estados com os novos ganhos
estabilizadores sdo mostradas nas Figuras 16 e 17.

o0z T T 1
\"-—— Koy
nF ¥ - Ko
K21EI
@€ T
3 S 06} 1
@€ T
= s
m =04 - o
=2 =
= 5 .
I=% [=% [/
Eoos} i 0=
w 0
j=] =
= =
[ @ 0F B
Saasf 1 £ — ?
o] o]
[on o
s Kz [ ]
Kig
KZZ
12 -08
B 8 mn 12 G g 10 12

Moimero de iteragdes g4
Figura 14. Comportamento de convergéncia dos elementos
Kij(i=1,2ej=2,3,4,8,9, 10) da matriz de ganhos K
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iteracoes.
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5. Conclusao

Este trabalho objetivou o desenvolvimento de uma metodo-
logia e um algoritmo de programacao dindmica aproximada
baseado em esquemas de iteracdo de politica e estimacgado
RMQ para o projeto de um controlador 6timo adaptativo de
um sistema de helicptero quadrirrotor. As habilidades do
controlador proposto foram avaliadas em um modelo do qua-
drirrotor simulado no ambiente MATLAB®. O desempenho
do método IPA baseado em estima¢do RMQ mostrou que em
termos de acurdcia da estimagdo do parametro P associado a
solucdo da EAR, os valores estimados se ajustaram adequada-
mente ao valor verdadeiro de P em regime permanente. Para
testar a adaptabilidade do controlador proposto, as variagdes
nos pardmetros do quadrirrotor foram modeladas para repre-
sentar situacdes que podem ocorrer durante a operacao desse
sistema, tais como o acoplamento repentino de massa e/ou
retirada repentina de massa acoplada ao quadrirrotor. Os re-
sultados de simulagdo apresentados mostraram que os estados
do sistema foram regulados rapidamente para o ponto de equi-
librio estavel (condi¢do de voo pairado) apds a variacdo na
massa do quadrirrotor, demonstrando que o controlador RLQ
baseado em PDA foi capaz de ajustar seus ganhos e adaptar-
se a nova configuragio da planta. Como escopo de trabalho
futuro deste estudo de simulag@o, sugere-se uma investigacio
sobre a metodologia de implementacdo, conforme abordado
na Secdo 4, do controlador de estabilizacdo discutido nesta
pesquisa em um prototipo real para a condicio de voo pairado
de um sistema quadrirrotor.

6. Contribuicao dos Autores

Todos os autores contribuiram igualmente para este artigo.
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APENDICE A: Parametros da Simulagao

Nesta se¢do estdo descritos os valores dos pardmetros utiliza-

dos na simulagéo do projeto de controle.

Tabela 1. Table of Grades

Parametro Valor Unidade
Massa (m) 0,8 kg
Distancia do centro do 0,3 m
quadricéptero ao rotor ([)

Fator de arrasto (d) 7% 1073 Nms?
Fator de empuxo () 2x 107 Ns?
Momento de Inércia no eixox 5,17 x 1073 kgm?
(L)

Momento de Inérciano eixoy 5,17 x 1073 kgm?
(Iy)

Momento de Inércia no eixo z 1,7%x1072 kgm?
(I2)

Forga da gravidade (g) 9,81 m/ s

APENDICE B: Modelo em Espaco de Esta-
dos

Assim, a partir da Equacdo (15), tem-se a seguinte representa-
¢d0 em espago de estado:

X =Ax+ Bu, (B.1)
em que

033 O3x1 O3x1 O3x1 Ix3  0s3x3
03x3 03x1 O3x1 O3x1 O3x3  D3x3

A= O1x3 O g 0 Oi1x3 O1x3 | (B.2)
O1x3 —g¢ O 0 0O1x3 01x3

04x3  Osx1 Osx1 Osxi Osxz Osx3

€
Ogx1 Ogx1  Ogx1  Osxi
I/m 0 0 0
B=| 0 1/Iyy 0 0 (B.3)
0 0 1/y 0
0 0 0 1/l

As matrizes do sistema discretizado sdo obtidas através
do método segurador de ordem zero (zero-order hold) com o
tempo de amostragem Ty = 0,001 s.
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