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Resumo: O presente artigo consiste numa pesquisa sobre a constru¢do do conceito de
integral dupla como volume de um solido, segundo a teoria da abstragéo reflexionante e
0 uso do software GeoGebra. A investigacdo em torno do assunto se deu a partir de
atividades realizadas com estudantes do Ensino Superior, numa disciplina de Calculo 1.
Para embasar as discussdes, além da teoria da abstracdo reflexionante de Piaget,
utilizamos a teoria desenvolvida por David Tall sobre a matematica elementar e a
matematica avancada, como suporte para entender as possiveis dificuldades enfrentadas
pelos estudantes no Ensino Superior. Ao analisar os resultados obtidos na pesquisa,
concluimos que o uso do software Geogebra, favorece a construcdo de conceitos
matematicos, em especial da integral dupla como volume de um sélido.
Palavras-chave: Tecnologias Digitais, Abstracdo Reflexionante, Integral Dupla

GeoGebra in the learning of concepts from advanced math

Abstract: The present article consists of a research on the construction of the concept of
double integral as volume of a solid, according to the theory of reflective abstraction and
the use of GeoGebra software. The investigation around the subject occurred from
activities carried out with students of Higher Education, in a discipline of Calculus Il. To
support the discussions, in addition to Piaget's theory of reflective abstraction, we use the
theory developed by David Tall on elementary mathematics and advanced mathematics
as a support to understand the possible difficulties faced by students in higher education.
In analyzing the results obtained in the research, we conclude that the use of Geogebra
software, favors the construction of mathematical concepts, especially the double integral
as the volume of a solid.
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1. Introducéo

As tecnologias digitais, que se fazem presentes em todas as areas da educacéo,
vém movimentando os profissionais no sentido de aperfeicoar sua préatica para obter
maior qualidade nos resultados e nos processos de ensino e de aprendizagem. No entanto,
utilizar a tecnologia como um complemento de ensino, somente para verificar se ha outra
forma de visualizar o que fora desenvolvido, ndo corresponde a uma insercdo que
provoque a construc¢do do conhecimento. Nesse sentido, Coll e Monereo (2010) defendem
que, de nada adianta inserir a tecnologia nas aulas se ndo modificarmos a estrutura do
ensino e, em especial, o curriculo. Essa percepcdo e o reconhecimento de que se faz
necessario inserir as tecnologias digitais nos processos de ensino e de aprendizagem,
requer mudangas que podem ser confundidas como modismos ao invés de serem vistas
como elementos fundamentais que contribuirdo para a reconstrugdo do modelo atual de
ensino.

Na educacao matematica, por exemplo, temos a nossa disposicao varios softwares
de féacil utilizacdo e que permitem a interagdo do estudante, possibilitando a percepcao
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sobre como determinadas fungdes e objetos, por exemplo, podem comportar-se quando
modificamos alguns elementos presentes na sua construcéo.

Uma das principais contribuicBes das tecnologias digitais para a educacdo
matematica foi tornar possivel a “concretizagdo” dos objetos matematicos na tela
do computador, dando a sensacdo de realismo e de existéncia material pela
possibilidade de manipulacdo e alteracdo de suas propriedades. Com a
possibilidade de manipular os objetos matematicos, surge uma nova forma de
pensar e fazer matematica, configurando-se uma extensdo do pensamento do
individuo (Notare e Basso, 2016, p.2).

Além dessa concretizacdo, podemos citar também o uso da tecnologia digital
como um facilitador na constru¢do de conceitos matematicos, através da visualizacao
imediata e da possibilidade de modificar o objeto, podendo cria-los e recria-los. Essa
possibilidade verifica-se tanto na matemaética desenvolvida na Educagdo Basica como no
Ensino Universitario.

Como o nosso proposito é verificar se a inser¢do da tecnologia no Calculo
Diferencial e Integral', possibilita uma melhor compreensdo dos conceitos,
diferenciaremos, inicialmente, neste artigo, a matematica elementar desenvolvida na
educacdo basica, da matematica avancada, cujo foco é no ensino universitario. Na
sequéncia, abordaremos a relacdo entre o Calculo e as tecnologias digitais, fundamentada
por Tall. Para entender como ocorre a constru¢cdo do conhecimento matematico via uso
de recursos tecnoldgicos digitais, utilizaremos a teoria da Abstracdo Reflexionante de
Piaget. Envolvendo os trés temas elencados, apresentaremos um estudo preliminar de
natureza qualitativa, realizado para verificar a contribuicdo da tecnologia na construcao
do conceito de integral dupla, analisado a luz da teoria da Abstracdo Reflexionante.

2. Fundamentacéo Tedrica

A matematica, vista como vild da educacdo, tem sido uma das disciplinas mais
discutidas, e os estudos a respeito visam verificar o que leva a dificuldade de lidar com
0s conceitos e a incompreensdo dos temas abordados. Nesse sentido, varias sdo as teorias
que abordam o desenvolvimento do pensamento matematico, do nivel elementar ao
avancado. E, nesta pesquisa, utilizaremos as ideias de David Tall acerca do assunto.

Os matematicos, segundo Tall (2002), buscam entender como funciona o
pensamento matematico, para que esse entendimento possa auxiliar na melhoria da
elaboracdo do processo de construgdo dos conceitos matematicos visando aprimorar a
qualidade de ensino.

Para situar o nosso tema de estudo dentro da matematica, vamos primeiramente
entender o que é a matematica elementar e a avancada, bem como, o que diferencia uma
da outra. A matematica elementar, segundo Tall (1995), é aquela que inicia com as
percepcOes e acOes em objetos no mundo externo, os quais sdo descritos e analisados
conduzindo a classificagdo, contagem e diversas operagfes que correspondem a
diferentes desenvolvimentos do processo matematico. A matematica avancada, por sua
vez, envolve a utilizacdo de estruturas cognitivas produzidas pela grande quantidade de
atividades matemaéticas que promovem a construcdo de novas ideias matematicas.

Assim como Tall (1995), distinguimos a matematica elementar, onde os objetos
sdo descritos, da matematica avancada onde os objetos sdo definidos. A linguagem é
utilizada para formular as propriedades dos objetos, em ambas, no entanto, na matematica

! Neste texto utilizaremos o termo Calculo para fazer referéncia ao Calculo Diferencial e Integral
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elementar a descricdo é construida a partir da experiéncia do objeto, enquanto na
matematica avancada as propriedades dos objetos sdo construidas a partir da definicao.

Essa inversdo na constru¢do do conhecimento matematico causa dificuldades,
tornando o aprendizado mais angustiante. S&o perceptiveis 0s obstaculos que se
apresentam quando um conceito novo esta para ser construido, e, principalmente, quando
entra na operacdo um objeto desconhecido. Com isso, as construgdes mentais nédo
ocorrem tdo naturalmente o que gera desconforto e consequente incompreensao, tornando
a trajetoria dos aprendizes do Calculo repleta de impasses. E, quando ndo ocorre a
assimilacdo dos conceitos, em muitos casos, 0 estudante opta por processos rapidos e por
algoritmos mecanicos que levam a solucdo, mesmo que ele ndo tenha o entendimento do
que fez.

Atualmente tem-se um recurso a mais, as tecnologias digitais, que pode auxiliar
no desenvolvimento dos conteldos matematicos, sejam eles da matematica elementar ou
avancada. Essa tecnologia vem mudando a percepcao de fungdes e calculo tanto no
desenvolvimento cognitivo quanto no desenvolvimento dos conceitos.

Tall (1986) sugere que os conceitos de célculo poderiam ser abordados com a
utilizacdo do computador através da construcdo de gréaficos. O célculo da area aproximada
de uma regido sob um gréfico, por exemplo, pode requerer muitos calculos, quando feita
manualmente. J& a utilizacdo de um software dindmico pode proporcionar uma
concentracdo maior sobre as ideias envolvidas ao invés de investir somente nas operacoes.
Logo, a utilizacdo de um software matematico pode proporcionar maior exploracéo das
possibilidades consumindo, para isto, pouco tempo. No entanto, mesmo que se tenha a
disposi¢do os recursos tecnoldgicos, Tall (1993) alerta que é preciso tomar cuidado ao
desenvolver materiais que requerem o uso do computador e que sejam utilizados no
ensino.

Um software de computador para a aprendizagem da matematica, que difere do
software para fazer matemaética, precisa ser projetado de forma que leve em conta
0 crescimento cognitivo do aluno, que pode diferir significativamente da
estrutura légica do conceito formal. Portanto, é de valor comegar por considerar
aspectos cognitivos relevantes para o uso da tecnologia do computador antes da
principal tarefa de se concentrar em ambientes computacionais e seu papel na
aprendizagem da matematica. (Tall, 1993, p.189).

O pesquisador, em varios momentos, destaca que ndo se pode pensar na utilizacédo
do computador como um instrumento, que simplesmente substitui outras formas de
registro de atividades, resolucdes e estratégias de resolucdo. Segundo Tall (2001) o uso
de softwares e do computador ndo pode apenas sobrepor o lapis e papel por um teclado.
Essa troca ndo acrescenta nada a constru¢do do conhecimento, nem atinge o principal
objetivo do uso do computador no ensino. O estudante, deve sim, ser estimulado e o
computador deve fazer parte do processo de forma que o estudante atente para algumas
caracteristicas, analise e conclua a partir da interagdo com o ambiente computacional.

Ainda, Tall (2001) destaca a importancia da utilizacdo do computador quando este
possibilita 0 desenvolvimento de atividades de experimentacdo, a partir das quais o
estudante podera observar certos fenbmenos atribuindo significado. Nesse sentido, as
propriedades matematicas, por exemplo, podem ser verificadas, desenvolvidas e
construidas a partir de uma atividade realizada com uso do computador. No entanto, a
utilizacdo de softwares especificos, bem como o computador, requer planejamento. E,
segundo Tall (1989), a inclusdo dos computadores no ensino exige mudancas nos
curriculos de matematica, e ndo somente no tipo de atividade que sera realizada para
desenvolver determinados conteddos. Trata assim, das possibilidades que o computador
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oferece, mas, aponta que o significado dado aos conceitos depende da organizacdo do
curriculo e da acéo do professor.

H& de se reconhecer que o ambiente computacional ou softwares matematicos
podem ser Uteis, auxiliando na construcdo de conceitos, como também, podem nao
agregar nada ao conhecimento. Faz-se necesséario tornar mais abrangente o que se
pretende que o estudante construa, pois se restringirmos o contexto, ele ndo avanca além
do que é proposto. Como cita Tall (2000), hd uma grande diferenca entre o cérebro
humano e o computador. Enquanto o primeiro esta propenso a erros, o segundo realiza
algoritmos com precisdo e velocidade, no entanto, o computador manipula os dados
especificados por um programa criado por humano.

A utilizacdo do computador é favoravel a construcdo do conhecimento e de
conceitos matematicos, otimiza o tempo, possibilita a realizacdo de conexdes entre as
diversas propriedades envolvidas no contexto em questdo. Podemos afirmar isso baseado
em varias pesquisas (Paranhos, 2000; Melo, 2002; Godarzi et al., 2009; Guimarais, 2010;
Escher, 2011; Pires, 2016; Fontoura, 2016; Robotti E Frank, 2017), que procuraram
verificar o quanto as tecnologias contribuem no ensino e aprendizagem da matematica e
de forma especial no Célculo.

Até aqui tratamos do Calculo e das tecnologias. Nosso estudo, no entanto, vai
além, pois pretendemos a partir dele compreender como se da a construcdo do
conhecimento baseado na teoria da abstracdo reflexionante. Essa teoria, por sua vez,
mostra que é através das acdes que o sujeito conhece o mundo, pois Piaget trata do
conhecimento como uma construgdo que ocorre a partir da interacdo entre sujeito e objeto.
O sujeito torna-se cada vez mais capaz de compreender determinadas situacdes através
do processo de construcdo e reconstrucdo. Mesmo tendo Piaget estudado o
desenvolvimento cognitivo de criancas, cujo foco € a matematica elementar, h& outros
pesquisadores, como Dubinsky (1991), que se baseia na teoria de Piaget para explicar
varios conceitos matematicos e construcdes que resultam do processo psicoldgico e que
correspondem ao pensamento matematico avancado. O desenvolvimento cognitivo
constitui-se como um processo continuo de construcoes, dessa forma, a elaboracdo dos
conceitos da matematica elementar é essencial na construcdo do pensamento matematico
avancado.

Entdo, como se conhece? Abstraindo? Mas o que significa Abstrair? Significa
arrastar, retirar, extrair, aspirar, separar, apartar. Separar mentalmente uma parte de um
todo e considerar de forma separada das outras partes. Conhecimento, entdo, é o0 ato ou 0
efeito de abstrair a ideia ou nocdo de alguma coisa, logo tratamos aqui da abstragéo
reflexionante, segundo Piaget.

Piaget (1995), distingue a ‘abstrag@o reflexionante’ de uma abstragdo apoiada
sobre objetos. Ele separa a abstracdo empirica da abstracéo reflexionante. Enquanto a
primeira esta relacionada com a geometria dos objetos apoiando-se sobre 0s objetos
fisicos ou sobre os aspectos materiais da propria acdo como deslocamentos e atividades,
a abstracao reflexionante se relaciona com a geometria do sujeito.

Segundo Becker (2014, p.105) a Abstracdo Empirica “consiste em retirar
qualidades dos objetos, ou das agdes em suas caracteristicas materiais, isto €, daquilo que
pode ser observado.” Exemplificando: ao ver uma flor, nesse caso, consideramos a flor
um objeto, e ao plantar uma flor, a acdo é plantar. Essa possibilidade de retirar
caracteristicas dos objetos ou acdes é que caracteriza as abstragcdes empiricas.

Em se tratando da abstrag&o reflexionante, podemos destacar que ela se da a partir
de coordenacdes de acOGes desempenhadas internamente pelo sujeito, e Piaget (1995) a
classifica como aquela que se apoia sobre as formas e atividades cognitivas do sujeito,
retirando delas certas caracteristicas que serdo utilizadas para outros fins. Da mesma
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forma, Dubinsky (1991) define a abstracdo reflexionante em termos de matematica
avancada, como a construcdo de objetos mentais e de acGes mentais sobre esses objetos.

Partindo dessas defini¢Oes, consideramos a abstragéo reflexionante cada vez mais
autbnoma enquanto a abstracdo empirica avanca porque se apoia na primeira. Dessa
forma, dizemos que o conhecimento deriva da experiéncia, mas ndo s6 da experiéncia
empirica. O sujeito ndo s constréi conhecimento do mundo, mas do que ele retira do
objeto, das coordenagdes de suas a¢des. E, segundo Piaget (1995), as coordenacdes das
acOes do sujeito podem permanecer inconscientes, bem como dar lugar a tomadas de
consciéncia e variadas conceituagdes.

A passagem de uma coordenacéo, ou de muitas coordenacdes sintetizadas numa
operacdo, a uma coordenacdo ou operacdo mais complexa faz-se por abstracéo
reflexionante — que implica equilibracdo, por assimilacfes e acomodagdes,
retirando qualidades dessas coordenacfes ou operacdes, constituindo, assim,
novidades. Uma nova operacdo, composta de muitas coordenacdes de agdes,
mais capaz que a anterior e de maior abrangéncia. (Becker, 2014, p. 107).

Neste contexto, citamos a abstracdo pseudoempirica como um caso particular de
abstracao reflexionante: aquilo que o sujeito tira dos objetos sdo as propriedades que é
capaz de introduzir neles, de acordo com o nivel de suas coordenacdes de acdes (Piaget
1995, p.147). Assim, a abstracé@o pseudoempirica é aquela que se apoia nas propriedades
dos objetos, decorrentes das modificacdes do objeto por acdes do sujeito e melhorado
pelas propriedades tiradas de suas coordenagdes. Ainda, em relagdo & abstragdo
pseudoempirica, Becker (2014) a situa como a meio caminho entre as abstracfes
empiricas e reflexionantes.

Quando ocorre que o0 sujeito toma consciéncia da abstracdo reflexionante,
podemos dizer que a mesma é uma abstracdo refletida. Chegamos entéo, ao processo de
abstracdo reflexionante que se realiza em dois momentos: por reflexionamentos, que
segundo Becker (2014), é a retirada de qualidades das coordenacdes que de um patamar
qualquer sao transferidas a um patamar superior; e, por reflexdes que sdo as
reorganizacfes daquilo que foi transferido a outro patamar juntamente com o que ja
existia. Tratamos esse processo de reflexionamentos e reflexdes como um processo
continuo constituindo-se de novas construcdes, que sdo observadas em todos os estadios,
pois conforme Piaget (1995), os novos patamares de reflexionamentos sdo construidos
para que ocorram novas reflexdes.

3. Procedimentos Metodoldgicos

A pesquisa em questdo é de cunho qualitativo, que segundo Bogdan e Biklen
(1994), configura-se de acordo com algumas caracteristicas, das quais a mais evidente
nesta pesquisa é aquela relacionada ao ambiente, onde valoriza-se o ambiente natural que
é a fonte direta de dados e o pesquisador configura-se como o principal instrumento. Na
investigacdo, o contato direto com o ambiente e com a situagdo é fundamental, pois existe
a influéncia deste sobre o comportamento humano, o que é uma preocupagdo dos
investigadores qualitativos.

Assim, as atividades que compdem esta pesquisa foram aplicadas a 49 estudantes
da disciplina de Calculo Il, integrante do curriculo dos cursos de Engenharia da
Universidade do Vale do Taquari - UNIVATES. A aplicacdo ocorreu durante as aulas,
seguindo o fluxo normal das mesmas. Na ementa da disciplina consta o conteudo integral
dupla, tema principal do estudo. Objetivando construir o conceito de integral dupla,
organizamos esta pesquisa em duas etapas, possibilitando um acompanhamento mais
adequado do processo.
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A partir da aplicacdo das atividades, procuramos responder a seguinte questdo:
“Como a tecnologia, através do software Geogebra?, pode contribuir para a construcio
do conceito de integral dupla como volume de um solido?”

Na primeira etapa, propomos um desafio e 0s estudantes tiveram que descrever
suas estratégias para encontrar o volume de uma xicara, a qual ndo era um cilindro, nem
cone, mas era semelhante a um paraboloide. Para apresentacao das estratégias por parte
dos estudantes ndo foi sugerida nenhuma férmula matematica, nem comentou-se sobre a
possibilidade de utilizacdo da integral. Vale lembrar que, em aulas que antecederam essa
pesquisa, os estudantes resolveram célculos utilizando a integral de funcbes de uma
variavel e de duas variaveis, inclusive utilizaram a integral definida para calcular a area
de uma determinada regi&o.

Na segunda etapa, utilizamos um applet do Geogebra® para verificar o volume de
um sélido a partir da decomposi¢do desse sélido em prismas retangulares. Nosso objetivo,
a partir da atividade e interacdo com o applet foi a construcdo do conceito de integral
dupla como volume de um solido.

Para isso, iniciamos inserindo uma funcdo no campo de entrada do applet,
resultando na visualizacdo em 3D. De acordo com o applet, o paraboloide € preenchido
por prismas retangulares, cuja soma dos volumes tende a um determinado valor, que
corresponde ao volume do solido construido, o paraboloide.

aumentando
0 numero de
prismas

Figural- Prismas retanulares preenchendo o solido, paraboloide Fonte: do autor

A medida que diminuimos as medidas da base de cada prisma, aumentamos a
quantidade de prismas, cujas alturas respeitam o limite superior, dado pela fungéo do
paraboloide construido. A partir da interagdo com o applet do software € possivel
perceber que a soma dos volumes dos prismas se aproxima cada vez mais do volume do
solido, neste caso, 0 paraboloide.

4. Resultados e Discussao
Diante do desafio de calcular o volume de uma xicara, os estudantes apresentaram

diferentes estratégias de resolugdo sendo que a decomposi¢cdo da xicara em diferentes
solidos foi a estratégia mais frequente. Para fazer uma anélise do processo, e verificar 0s

2 O software Geogebra, é um software de matematica dinamica gratuito, criado como tese por Markus
Hohenwarter em 2001, na University of Salzburg. O software combina geometria, algebra, tabelas, graficos,
estatistica e calculos numa Unica aplicacao.

3 Applet criado por Waldecir Bianchini, disponibilizado: www.geogebra.org/u/waldecir#materials/created
integral dupla - https://www.geogebra.org/m/fqJ2PkAS
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detalhes na resolucéo das atividades, selecionamos cinco estudantes, cujas estratégias
apresentamos abaixo:

Estudante A: “Eu utilizaria a formula do cone diminuindo: raio maior — raio
menor e dividiria por trés.”

Estudante B: “Calcularia o volume de um cilindro (interno) e um cone (externo).
Somaria os dois.”

Estudante C: “Utilizando a formula: V = %h [R?+ Rr + r?], onde h = altura, R

= raio maior do circulo superior, r = raio menor do circulo inferior. Outra forma de
analisar seria, encher a xicara com &gua e pesar. Esvaziar ela e novamente pesar. Por
fim, subtrair os valores para achar o volume.”

Estudante D: “O volume de um cilindro normal é dado por V = mr?h, 0 cone sera

% do volume desse cilindro e teremos duas bases de raios diferentes. Logo, substituindo
V= %nh[RZ + Rr +1?]”

Estudante E: “Calcularia a integral do volume da xicara: V = nr? [ mr’h”

Verificamos que os estudantes citados utilizaram os conhecimentos anteriormente
construidos sobre o volume de soélidos. Para calcular o volume procuraram entre 0s
solidos que mais se assemelham a xicara, como o cone, cone truncado e cilindro. Um
estudante mencionou a utilizacdo da integral, no entanto, ndo soube argumentar como
essa integral poderia ser utilizada.

Nas estratégias apresentadas pelos estudantes, verificamos uma abstracdo
empirica, que segundo Piaget (1995), “é¢ a abstracdo que se apoia nos objetos”, pois
buscaram a solucdo utilizando sélidos conhecidos, 0s quais possivelmente ja
manipularam para encontrar o volume. Percebeu-se a presenca de abstracdo pseudo-
empirica pelas propriedades de alguns solidos, consideradas para calcular o volume da
xicara. Observamos também, uma busca por conhecimentos e conceitos prévios, e, a
descricdo do célculo do volume se deu a partir da experiéncia do objeto, que segundo Tall
(1995) é caracteristica da matematica elementar. A sugestdo de utilizacdo da integral
poderia ser interpretada como uma estratégia partindo de defini¢cdes, o que abordaria a
matematica avancada, conforme Tall (1995), no entanto, interpretamos a utilizacdo da
integral pelo estudante como uma alternativa, ja que o contetdo que estava sendo
desenvolvido na disciplina era integral.

Na etapa seguinte, observamos que a utilizacdo das tecnologias digitais através do
applet do software Geogebra proporcionou um olhar diferente para um sélido, cujo
calculo do volume n&o era trivial. Atraves da interagdo com o applet, foi possivel verificar
que a soma dos volumes dos prismas retangulares tendia a um limite que seria o volume
do paraboloide. Esse limite, por sua vez, podia ser interpretado como a integral dupla da
funcdo desse sélido no intervalo dado. Questionados sobre a soma dos volumes dos
prismas, cuja quantidade podia ser aumentada ou reduzida, os cinco estudantes
responderam que aquele volume diminuiria até um certo valor, que correspondia ao
volume do sélido construido com a insercdo da funcéo f(x,y)=4-x2-y2, no applet. Cabe
ressaltar que, quanto maior a quantidade de prismas, menor a base de cada um deles.

Ao serem questionados sobre os intervalos definidos para o solido construido no
applet, afirmaram que a partir dos intervalos tornava-se possivel calcular o volume do
solido atraves do célculo da integral dupla, cujo resultado confrontado com a soma dos
volumes dos prismas, era 0 mesmo, ou entdo, ficaria muito préximo. Ao responderem
dessa forma, observamos que os estudantes apresentaram uma abstracdo pseudo-
empirica, pois utilizaram o conceito de limite para dirimir sobre o volume do sélido. Além
disso, verificamos a presenca da abstracdo reflexionante, pois traduziram todas as a¢des
e conceitos envolvidos como um Unico: integral dupla.
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De acordo com a construcao de conceitos matematicos avancados, defendida por
Tall (1986, 1993, 2001), deve ser dada a devida importancia a utilizacdo do computador,
pois possibilita a experimentacdo. Percebemos, assim, que os estudantes aproveitaram
esquemas proprios, e os confrontaram com a atividade realizada no applet do software
Geogebra, quando promoveram acdes em objetos como a representacdo gréfica da
funcdo, verificacdo do volume dos prismas retangulares e o volume do sélido construido
a partir da insercdo da fungdo. Com isso, observamos que a coordenagéo de agdes desse
processo levou a novos processos e enfim a uma generalizacdo, que segundo Piaget
(1995) é o resultado de uma abstracdo reflexionante. Isso, devido as relagdes que
estabeleceram entre a soma dos volumes dos prismas e a integral dupla da funcdo do
solido, cujo volume pretendia-se encontrar. Assim, consideramos que ocorreu a
construcdo do conceito de integral dupla como volume de um sélido.

Os estudantes, em entrevista sobre o uso do applet na construgcdo do conceito de
integral dupla, afirmaram:

Estudante A: “O software contribui, pois possibilita que tenhamos uma
visualizacdo do objeto e assim podemos observar como a integral funciona dentro dele.”

Estudante B: “O applet do software geogebra contribui no calculo do volume do
solido, dando atraves do preenchimento de blocos sob o sélido, um valor cada vez mais
proximo entre prisma (quando aumentados m e n) e sdlido. Manualmente, calculando
bloco por bloco — prismas, obteriamos também o volume do prisma, mas demoraria
muito. O volume do sélido seria descoberto com maior facilidade pelo célculo da integral
dupla.”

Os estudantes A e B, a partir das afirmagdes mostraram abstracdo empirica, pois
basearam-se na visualizacdo do objeto para concluir sobre o volume. E, ao associar a
integral dupla ao volume, apresentaram abstracéo reflexionante.

Estudante C: “O geogebra ajudou na visualizacdo dos limites, e do célculo do
volume, através da soma dos volumes dos solidos de base retangular enquanto a mesma
ia diminuindo. Observou-se uma semelhanca nos resultados do applet e do calculo feito
pela integral dupla. Concluimos que a integral dupla é uma ferramenta que possibilita o
cdlculo do volume dos solidos, através da fung¢do e seus limites.”

Estudante D: “O software contribui na visualizagdo do solido e com a utilizagdo
dos prismas, nos aproximamos do valor real do volume. Vimos que manualmente
podemos utilizar a integral dupla para calcular o volume.”

Estudante E: “No geogebra tu consegue sobrepor os prismas no paraboloide
aproximando o volume da medida real do sélido. Se fizéssemos manualmente,
conseguiriamos um resultado aproximado, mas seria muito cansativo e com margem de
erro muito grande. Assim, teriamos que usar a integral dupla que é o volume de um
solido.”

A generalizagdo verificada nas afirmacdes desses estudantes atestou que o
processo de construcao no applet possibilitou uma abstracédo reflexionante.

Verificamos que o applet auxiliou na descoberta do volume do paraboloide e ao
mesmo tempo, levou a construgdo do conceito de integral dupla, que foi definida como
alternativa para calcular o volume de um s6lido manualmente.

Depois da realizacdo de atividades com utilizacdo do software geogebra, os
estudantes retornaram ao desafio da xicara. Modelaram a mesma, inserindo fungdes no
campo de entrada do geogebra, de acordo com as medidas dadas. Baseados na atividade
do paraboloide, partiram da funcéo f(x)=4-x2-y? e foram modificando a mesma, de forma
que o sélido ficasse 0 mais proximo possivel da xicara. Observando os estudantes, durante
a realizagdo do desafio, percebemos o quanto o software contribuiu para encontrar a
funcdo mais adequada. A partir da funcdo e dos intervalos atribuidos ao sélido, os
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estudantes, de acordo com o0s conceitos construidos, calcularam o volume da xicara
utilizando a integral dupla. O fato de resolverem um problema de volume utilizando a
integral dupla deixou evidente a contribuicdo da tecnologia digital na construcdo desse
conceito, demonstrou uma abstracao reflexionante, pois a partir das atividades realizadas,
os estudantes optaram pelo célculo da integral de uma fun¢do num determinado intervalo
para verificar o volume desse solido.

5. Considerac0es Finais

No contexto desta pesquisa, procuramos Verificar se a utilizacdo das tecnologias
digitais propicia os processos de abstragédo reflexionante. Os dados apresentados neste
estudo sugerem uma afirmacédo positiva para esse guestionamento, pois identificamos a
acdo do sujeito sobre os recursos do software, produzindo observaveis do objeto, cuja
reorganizacdo contribui para a reorganizacdo do pensamento levando as abstracGes por
reflexionamentos e reflexdes.

Assim, a teoria da abstracdo reflexionante de Piaget contribuiu para analisar como
0 estudante constréi o conhecimento e 0s conceitos matematicos, pois em diferentes
momentos e atividades a presenca da abstracdo empirica, pseudo-empirica e reflexionante
corroborou esta afirmagéo.

Analisando os resultados obtidos, os autores pretendem em investigac@es futuras,
realizar um estudo mais individualizado, com menor quantidade de sujeitos, para verificar
de forma mais pontual a utilizacdo e construcdo de conceitos da matematica avancada. E,
assim, analisar de forma mais intensa cada uma das etapas na construgdo do conceito de
integral dupla, valorizando todo o processo.
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