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RESUMO

Visitas técnicas a empresas da regido de Sdo Jodo del Rei-MG tém mostrado que o monitoramento de
caracteristicas do processo tem sido realizado com graficos de controle de qualidade univariados. No
entanto, esses processos analisam vérias variaveis, as mesmas usualmente estdo correlacionadas e, a
literatura mostra que analisar separadamente nao € adequado. Além disso, verifica-se na rotina desses
processos 0 uso de tamanho de amostra variavel. A teoria e implementacdo computacional das versdes
multivariadas dos graficos de controle sdo apresentadas, em geral, quando o tamanho amostral é fixo.
Devido a dificuldade de se obter essas duas informacdes simultaneamente na literatura, as empresas
apresentam resisténcia ao uso dessas versdes multivariadas para o controle de qualidade de seus
produtos. Nesse contexto, esse trabalho apresenta a teoria e implementagdo computacional no software
livre R do gréfico T2 de Hotelling, quando o tamanho da amostra € varidvel. Adicionalmente, é
apresentado um estudo de caso.

Palavras-chave: Limite superior de controle variado; Controle estatistico de qualidade; Gréafico de
controle multivariado.

ABSTRACT

Technical visits to companies in the region of Sdo Jodo del Rei-MG have shown that the
characteristics of the monitoring process are being carried out using univariate control charts.
However, these processes analyze multiple variables, they are usually correlated, and the literature
shows that it is not appropriate to analyze separately. Furthermore, we may verify variable sample size
in the routine use of these processes. The theory and computational implementation of multivariate
versions of the control charts are presented mostly when the sample size is fixed. Due to the difficulty
of getting those two informations simultaneously in the literature, factories are resistant to the use of
these multivariate versions for the quality control of their products. In this context, this paper presents
the theory and computational implementation in the software R of the Hotelling T2 control chart when
the sample size is variable. Additionally, a case study is presented.
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1. Introducao

A competitividade existente no mercado é um fator cada vez mais presente na realidade das
empresas. Para tanto, pode-se dizer que o controle estatistico da qualidade é uma forma eficaz para se
controlar um processo, garantindo a melhoria continua da produgdo. Entre as principais ferramentas do
controle estatistico de qualidade, os graficos de controle se destacam. O principal objetivo desses
gréaficos € detectar causas especiais (inaceitaveis) existentes em um processo. Os gréaficos de controle
univariados sdo os mais comuns na realidade das empresas e servem de grande auxilio para o
monitoramento on-line da producdo. Entretanto, com os processos industriais da regido de Séo Jodo
del Rei-MG, esses graficos, em geral, ndo tém se mostrado eficientes. Para as situacGes encontradas,
os graficos de controle multivariados mostraram ser mais adequados, uma vez que realizam o
monitoramento de mais de uma caracteristica de qualidade de forma simultanea e, as mesmas estdo
correlacionadas. A literatura indica que um possivel grafico de controle multivariado é o T2 de
Hotelling.

O T2 de Hotelling tem sido usado em aplicaces de processos de diversos segmentos. Alencar,
Lopes e Souza (2007) utilizaram para verificar o desempenho do processo de compressdo de
comprimidos de captopril, avaliando simultaneamente as variaveis: peso médio, dureza, friabilidade,
desintegracdo, teor, teor de dissulfeto de captopril, dissolu¢do e uniformidade de conteldo dos
comprimidos. Follador (2010) o utilizou para verificar a qualidade da agua a montante e a jusante do
rio Mandurim, avaliando conjuntamente as variaveis: pH, oxigénio dissolvido, fésforo, nitrogénio,
demanda bioquimica de oxigénio, coliformes termotolerantes, temperatura, turbidez e sélidos.
Oyeyemi (2011) o apresenta para o controle do processo de producdo de um detergente, considerando
as caracteristicas: detergente ativo, teor de umidade, densidade e nivel de pH. Rojas et al. (2012)
utilizaram para avaliar a diferenciacdo morfométrica entre duas espécies parasitas de cabras, medindo:
0 comprimento de pico, a distancia do gancho de esquerda e distancia do gancho de direita; essas
variaveis sdo referentes as dimensdes das espiculas das espécies em estudo. Singh e Kumar (2011)
utilizaram para comparar a qualidade da agua de duas estacGes de monitoramento, avaliando as
variaveis: cloreto, alcalinidade, fluor e sélidos dissolvidos totais. Melo (2008) aplicou-0 para 0
controle de processos internos de agéncias bancérias, avaliando: operagfes de crédito contratadas,
cadastro e limite de crédito, contabil e gerenciamento de fluxo de numerério. Lima et al. (2012)
utilizaram para aperfeicoar o processo de monitorar e controlar a qualidade de uma empresa que
produz garrafas plasticas, avaliando as caracteristicas: comprimento externo, comprimento interno,
largura externa, largura interna, altura total, altura de empilhamento, comprimento de fundo, largura
de fundo, altura do ninho (altura das divisorias internas), altura de encaixe do fundo. Em todas as
citacGes mencionadas, cabe ressaltar que o tamanho amostral era fixo.

Nesse contexto, devido a varios estudos relacionados ao grafico T2 de Hotelling néo
apresentarem o tamanho de amostra varidvel, o objetivo deste trabalho foi apresentar a teoria proposta
por Hotelling com tamanho de amostra variavel e a implementagdo computacional no software livre R
versdao 3.1.0, como também, realizar um estudo de caso em uma empresa que produz itens de
seguranca para automaoveis que esta situada na regido de S&o Jodo del Rei - MG.

2. Revisdo bibliografica

Nesta secdo, sdo apresentados 0s conceitos basicos sobre cada um dos topicos a seguir, com o
objetivo de uniformizar o conhecimento sobre: gréficos de controle univariados, quando o tamanho da
amostra é varidvel; distribuicdo normal multivariada e teste de hipdteses para a verificacdo da
normalidade multivariada; coeficiente de correlacdo e teste de hip6teses para a verificacdo de sua
significancia; vetor de médias e matriz de variancias e covariancias amostrais; grafico de controle

multivariado, quando o tamanho da amostra é variavel e a decomposicéo da estatistica T de Hotelling.

2.1 Conceitos sobre graficos de controle



Os gréficos de controle sdo ferramentas estatisticas para 0 monitoramento de processos. Estes
gréficos sdo eficazes para a melhoria continua da qualidade. A literatura apresenta graficos de controle
gue monitoram uma caracteristica da qualidade de cada vez (graficos univariados) e 0s que monitoram
mais de uma caracteristica da qualidade de forma simultanea (graficos multivariados) (COSTA,
EPPRECHT & CARPINETTI, 2012).

Um gréfico de controle é utilizado para verificar se um processo esta sob controle estatistico
com o auxilio de seus Limites de Controle. O mesmo consiste em um Limite Superior de Controle
(LSC), um Limite Inferior de Controle (LIC) e uma Linha Central (LC). Esses limites sdo escolhidos
de modo que, se 0 processo estiver sob controle, praticamente todos 0s pontos amostrais estardo entre
os limites. No entanto, um ponto que caia fora dos limites de controle é interpretado como evidéncia
de que o processo esta fora de controle. Neste caso, investigacdo e acdo corretiva serdo necessarias
para encontrar e eliminar a causa Ou as causas especiais responsaveis por esse comportamento
(SAMOHYL, 2009).

Segundo Montgomery (2009), mesmo que todos os pontos estejam dentro dos limites de
controle, se houver um comportamento ciclico ou néo aleatério, isso pode evidenciar um processo fora
de controle. Existem alguns critérios de utilizacdo de graficos de controle para determinar se um
processo esté fora de controle estatistico (ver Tabela 1).

Tabela 1 — Critérios para identificacdo de causas especiais em um processo

Resumo dos Critérios de utilizagdo de graficos de controle

Um ou mais pontos fora dos limites trés sigma
Nove pontos seguidos acima ou abaixo da linha central
Seis pontos seguidos, todos crescentes ou decrescentes

Quatorze pontos seguidos alternados para cima e para baixo
Dois de trés pontos fora dos limites dois sigma
Quatro de cinco pontos fora dos limites um sigma
Quinze pontos seguidos dentro de um dos intervalos um sigma
Oito pontos seguidos fora do limite um sigma
Fonte: Montgomery (2009).

O~NO O WN PR

2.2  Gréficos de controle univariados para tamanho amostral variavel

Os gréaficos de controle mais empregados para monitorar uma caracteristica da qualidade
numérica sdo os graficos Xbarra (monitorando o valor médio) e o grafico S (monitorando a
variabilidade). Para aplicacdo dos graficos univariados, a caracteristica de qualidade devera ser
normalmente distribuida. Em sua maioria, a média populacional p e o desvio padrdo ¢ ndo sao
conhecidos, entdo 0s mesmos devem ser estimados a partir de amostras ou subgrupos preliminares,
retirados quando o processo esta supostamente sob controle estatistico (SAMOHYL, 2009).

Os graficos Xbarra e S sdo construidos, supondo que m amostras estejam disponiveis, cada
uma com um namero de observacgdes diferentes, representadas por n. Assim, 0 melhor estimador de p,
a média do processo, é

T _ Zke1 KXk
X = BT (1)
onde Xy é a média das n, observacdes no instante k, comk =1, ..., m.
No grafico Xbarra, X é a linha central. J& para a linha central no grafico S é utilizada a

seguinte expressdo
S = [Zﬂn:ﬂnk—l)sli 12 2)
Yo, (k1) ’
em que Sz = ¥ (X; — Xi)?/(ng — 1) € a variancia amostral das ny observagdes no instante k, com k = 1,
ey M
Apos definido os conceitos de média e desvio padrdo para realiza¢do dos gréficos univariados,
segue as formulas para a construgdo dos limites de controle. Para o grafico Xbarra, no qual os pontos

plotados sdo referentes as médias de cada amostra, os limites de controle sédo dados por:



LSCk = X+ A5S
LC=X
LIC, = X — A3S
A constante A; é um valor tabelado obtido de Montgomery (2009, Tabela VI, pg. 702), para
varios tamanhos de amostra.
O grafico S é usado para monitorar a variabilidade do processo, plotando-se os valores dos
desvios padrdes amostrais Sy, k = 1, 2, ..., m, onde S é a raiz positiva de S2, apresentado logo apos a
expressao (2). A linha central e os limites de controle para o gréfico S sdo dados por

>

3)

LSCy = B,S
LC=5 (4)
LIC, = B5S

As constantes B; e B, sdo valores tabelados, para varios tamanhos de amostra, obtidos de
Montgomery (2009, Tabela VI, pg. 702).

2.3 Distribuicdo normal multivariada e verificagdo das suposi¢fes

O gréfico de controle multivariado que sera apresentado a seguir possui a suposicao de que as
caracteristicas da qualidade sigam uma distribuicdo normal multivariada. A expressao da distribuicdo
normal multivariada é considerada uma forma generalizada da distribui¢cdo normal univariada.

A funcéo densidade de probabilidade da distribui¢do normal univariada é definida por

1/X—p\?
FOX) = \/%[E(TM) —0 < X < oo, (5)

A média da distribuicdo normal é p1 e a variancia é o2. Percebe-se que o termo no expoente da
distribuicdo normal univariada em (5) pode ser escrito como:

X =@ X - . (6)

Essa quantidade mede a distancia expressa em unidades de desvio padrdo ao quadrado de X a
média .

Para a situacdo multivariada o caso descrito acima é anadlogo. Suponha que tenhamos p
variaveis, dadas por X;,X;, ..., X,,. Essas variaveis sdo arranjadas em um vetor de p componentes
X = [Xl,Xz, ...,Xp]. Sejau’ = [,ul,,uz, ...,,up] o0 vetor das médias dos X’s, e considere as variancias
e as covariancias das variaveis aleatorias em X contidas em uma matriz de covariancia Y. de dimensio
p X p. Os elementos da diagonal principal de ) s@o as variancias dos X’s e os elementos fora da
diagonal sdo as covariancias. Agora, a distancia (generalizada) padronizada ao quadrado de X a u é:

X-W'Y X -p. ()

Isto é, obtém-se a funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo normal multivariada pela
substituicdo da distancia padronizada na expressdo (6) pela distdncia generalizada multivariada da
expressao (7), e pela mudanga no termo constante \/2;7 para uma forma mais geral que torne a area

sob a funcdo densidade de probabilidade unitéria, independentemente do valor de p. Portanto, a funcéo
de densidade de probabilidade multivariada é

1
fO = Gz
emque-oo < X; <oo,i=12,..p.
Como foram abordadas duas caracteristicas da qualidade (p = 2), foi verificada a suposi¢do da
distribuicdo normal bivariada, dada pela expressdo (8), isto é, a fungdo densidade de um vetor
X' = [Xy,X,] € definida por

—%(X—H)'Z_I(X—#), (8)

1 _1 _ Iv—1 _

f(X1’X2) — Te Z(X WETHX-W ’ (9)

em|x|2 )
em que u é o vetor de médias e > é a matriz de varidncias e covariancias que pode ser obtida desta
maneira

011 013 0'12 p0'10'2

= = y 10

2 [021 022] [palaz o ] 10)

onde



p== (11)

010,
é o coeficiente de correlacdo entre X; e X,, gy, € a covariancia entre X; e X,, o; € 0 desvio padrdo da
caracteristicai,i=1, 2.

O determinante da matriz ), apresentada em (8) e (9) e definida em (10), pode ser calculado
por Y| = oZ0Z(1 — p?). AFigura 1 mostra uma distribuicio normal bivariada.

Figura 1 — Distribuicdo normal bivariada comp =0,8, 0" =[0,0], 02 = 1ed? = 1.

Para a verificacdo da suposicdo de normalidade multivariada foi utilizado o teste de Shapiro
Wilk, em que as hipdteses sdo: HO: Os dados possuem distribuicdo normal multivariada e H1: Os
dados ndo possuem distribuicdo normal multivariada (JAREK, 2013). Para a verificagdo da
significancia do coeficiente de correlagdo foram utilizadas as hip6teses HO e H1, isto ¢, HO: p = 0 (ndo
existe correlagdo linear) e H1: p # 0 (existe correlacdo linear). Foi adotado para ambos os testes um
nivel de significancia de 5%.

Como as quantidades apresentadas em (8), (9) e (10), tais como o vetor de médias, as
variancias e covariancias sdo desconhecidas, as mesmas sdo estimadas. A seguir, apresentou-se
segundo Montgomery (2009) a estimagdo destas quantidades, com a adaptacdo para o tamanho de
amostra variavel.

Suponha uma amostra aleatdria de uma distribuicdo normal multivariada no k-ésimo instante

X1, Xa, 0, Xy, (12)
onde o i-ésimo componente do vetor amostral contém as observagdes X;q, X;,, wors Xinje » COM i=1,2,
..pek=1,2, .., m Acadainstante é obtida cada uma das matrizes em (13)

Xy Xpl Xy Xpl Xy e Xp1
S S I TS S A I P, (13)
X1n1 Xpn1 X1n2 Xpn2 Xlnm Xpnm
No k-ésimo instante, tem-se o vetor de médias, dado por X, " = [Xlk, ...,)?pk] " com 0 i-ésimo
componente obtido por
N
Kig =—> X =L 2. pek=1,2..m, (14)
ng <
j=1
onde Xijj € o valor da i-ésima caracteristica, na j-ésima observacdo e no k-ésimo instante. A matriz de

covariancia amostral no k-ésimo instante é

512k 51pk
Splk 5§k
com as variancias amostrais na diagonal principal da matriz Sy calculadas por
1 —
Sk = nk_127§1(Xij — X7, (16)
e as covariancias amostrais, calculadas
1 — —
Siik = ﬁz}il(&j - X)Xy — &), (17)



parai#i’. A literatura apresenta que a media dos m instantes do vetor média amostral e da matriz de
covariancia amostral sdo estimadores ndo-viesados das quantidades populacionais correspondentes,
isto &,

E(X)= pueE®S) =73. (18)

2.4  Gréfico de controle multivariado para tamanho amostral variavel

O gréfico de controle multivariado (GCM) T? de Hotelling é um gréfico analogo ao grafico
Xbarra de Shewhart univariado e é utilizado no monitoramento simultdneo de p caracteristicas da
qualidade. Além disso, apresenta mais sensibilidade do que os gréaficos univariados, permitindo ao
operador detectar mais rapidamente os possiveis problemas existentes no processo e, com isso, corrigi-
los com mais agilidade. Cabe ressaltar que antes de iniciar uma analise de um processo é necessario
avaliar se 0 mesmo contém caracteristicas da qualidade independentes ou correlacionadas, pois um
grafico de controle inadequado podera produzir alarmes falsos sobre o processo.

Esse grafico foi desenvolvido por Hotelling (1947), o pioneiro na pesquisa sobre os graficos
de controle multivariados. Ele utilizou a abordagem multivariada de controle em dados contendo
informacGes sobre localizagdes de bombardeios na Segunda Guerra Mundial. Hotelling apresenta a
teoria considerando um tamanho de amostra n fixo, ou seja, a cada instante tem-se 0 mesmo numero
de observagOes das p caracteristicas. Neste trabalho, ajusta-se a teoria proposta por Hotelling para n
variavel, uma vez que o estudo de caso considerado a seguir considera o tamanho amostral variavel.

A estatistica T? de Hotelling para n variével é definida da seguinte maneira

T2 =n (X = X)SHX - X), (19)
em que X 6 a estimativa do vetor de médias de dimensio pxle S éa estimativa da matriz de
variancias e covariancias do processo com dimensdo p X p.

O vetor X ¢ calculado da seguinte maneira

18-
— > Xy _f ]
mia 1
X = = , (20)
1& - e
_prk -Xp-le
[ Mia

em que, X, éa média da i-ésima caracterfstica, no k-ésimo instante, definida em (14). O vetor dado

em (20) é obtido por meio da média das médias das amostras coletadas, ou seja, € a média de todos o0s
m valores obtidos em (14), de cada uma das caracteristicas.

Ja a estimativa de S é obtida por:

18 18 18
—>'S —>'S —>'S o _
m kz_l: @1k m kZ:l: @@2)k m kZ:l: @p)k 512 S, Slp
18 18 18 s2 ... &
S =\ m S i 2y S PR (21)
1 1o 1& S?
—>'s —>'s —>'s * Jpxp
_me;‘ (PLK mé (p2)k me:;, (pp)k_

em que, S, € a variancia da i-ésima caracteristica, no k-ésimo instante, definida em (16) e S, éa

covariancia entre a i-ésima e i"-ésima caracteristica, no k-ésimo instante, definida em (17). A matriz
em (21) é obtida por meio da média das variancias e covariancias das amostras coletadas, ou seja, é a
média de todos os m valores obtidos em (16) e (17), das caracteristicas estudadas.



A expressdo da estatistica T2 em (19) é utilizada para construir os pontos do gréfico de
controle multivariado T2 de Hotelling quando o tamanho da amostra € variavel. Apos calcular a
estatistica T2 e necessario calcular os limites de controle.

Alt (1985) observou que héa duas fases distintas no uso de um gréfico de controle. A fase 1 é o
uso dos graficos para o estabelecimento do controle, ou seja, testar se 0 processo estava, ou ndo, sob

controle quando os m subgrupos preliminares foram extraidos e as estatisticas amostrais X e S,
calculadas. O objetivo na fase 1 é a obtencdo de um conjunto de observag6es sob controle, de modo
gue os limites de controle possam ser estabelecidos para a fase 2, que é o monitoramento da producao
futura. Isto é, as vezes, chamado anélise retrospectiva.

Para realizar o calculo do limite superior de controle do GCM T2 de Hotelling quando o
tamanho de amostra é varidvel é utilizada a expressdo (22). Cada ponto do grafico terd um limite

superior de controle especifico dado por
_ pm-1)(ne—1)

LSCy = mng-m-p+1 % P mng—m-p+1
e (22)
LIC=0

Na segunda fase de controle, os novos limites sdo estabelecidos apenas para monitorar as
observac@es futuras, utilizando os limites de controle apresentados na equacdo (23). Em que cada
ponto também terd um limite superior de controle especifico dado por

LSC, = p(m+1)(ng—1)

mng—m-p+1 a,pmng—m—p+1
e (23)
LIC=0

2.5 Decomposicdo da estatistica T? para tamanho amostral variavel

Alencar, Lopes e Souza (2007) utilizaram uma abordagem para o diagnostico de um sinal fora
de controle, que é a decomposicdo da estatistica T> em componentes. A mesma foi proposta por
Runger, Alt e Montgomery (1996). As componentes originadas pela decomposic¢do refletem a
contribuicéo de cada variavel (ou caracteristica de qualidade) individual. Se T} é o valor da estatistica
T? no k-ésimo instante e Tkz(i) é o valor da estatistica para todas as variaveis do processo exceto a i-
ésima caracteristica da qualidade, entdo a expressao

dii =T = T, k=1,2,..,m,i=1,2,..,p (24)
é um indicador da contribuicdo relativa da i-ésima variavel para a estatistica global, no instante k.
Quando um sinal fora de controle é gerado, é recomendado calcular os valores de d; (i = 1, 2, ..., p),
apenas no instante k que o ponto foi sinalizado e concentrar a atengdo nas variaveis para 0s quais 0s dy;
séo maiores.

Para calcular o valor de T,f(l-) é necessério realizar o céalculo da matriz de variancias e

covariancias a cada excluso da i-ésima variavel. Portanto, com o valor da estatistica original T e da
Tkz(i) pode-se determinar o parametro dy; e avaliar qual caracteristica da qualidade esta afetando o
processo no k-ésimo instante, que se mostrou acima do limite superior de controle definido em (22).

A decomposicdo da estatistica T? da uma diretriz sobre quais variaveis mudaram no vetor de
observagoes.

2.6 Software livre R versao 3.1.0

O software utilizado para o desenvolvimento deste trabalho foi 0 R versdo 3.1.0. O mesmo
esta disponivel para diversos sistemas operacionais. O R possui diversos pacotes, ou bibliotecas, que
englobam diversas ferramentas especificas para cada funcdo pretendida. Neste trabalho foram
utilizados os pacotes: gcc versdo 2.6 (Quality Control Charts) (SCRUCCA, 2015), para a geracdo dos
gréaficos univariados e 0 mvnormtest versdo 0.1-9 (Normality test for multivariate variables) (JAREK,
2015), para a verifica¢do da suposicdo de normalidade bivariada, no qual possui uma generalizacdo do
teste de Shapiro Wilk, para variaveis multivariadas.



3. Metodologia

Essa secdo contém o método adotado neste trabalho, que foi implementar a teoria apresentada
na secdo anterior no software livre R, com a estrutura do banco de dados reais de uma empresa que
produz itens de seguranca para automoveis que esta localizada na regido de Sdo Jodo del Rei — MG
(ver Anexo 1).

3.1 Estrutura dos dados

Ap06s acompanhar a linha de producéo da empresa, foi verificado que era necessério realizar a
andlise nas hastes metalicas de 24 mm (acos utilizados para producdo de itens de seguranca
automotivos), pois caso as mesmas ndo estivessem dentro dos limites de controle, isto acarretaria em
pecas defeituosas nas proximas etapas do processo. Portanto, comprometeria a durabilidade e
resisténcia das mesmas, porque indicaria que os agos utilizados estariam sob condi¢des desfavoraveis
ao uso.

Para a melhoria da qualidade das hastes metalicas foi identificado que as caracteristicas da
qualidade témpera e revenimento eram as varidveis que implicavam em seu resultado final. Estas
variaveis sdo referentes a tratamentos térmicos (medidas de dureza). Os dados coletados tém uma
escala de medida entre 75 e 81 HRC (dureza Rockwell na escala C) para témpera e entre 72 e 78 HRC
para revenimento.

O experimento era realizado em amostras selecionadas aleatoriamente da seguinte maneira: O
primeiro processo realizado é o de témpera. A haste selecionada é fixada na maquina e um indutor
magnético realiza o aquecimento da mesma. Simultaneamente, uma ducha de &gua fria é lancada e ao
final desta etapa, a informacdo sobre a dureza da haste é coletada e o processo € finalizado.
Posteriormente, é realizado o processo de revenimento com 0 mesmo material, maquina e
procedimento. Entretanto, com uma temperatura menor, pois é apenas para aliviar as tensfes internas
do material. Vale ressaltar que a maquina é programada para coletar as informacdes apds 0 processo
de témpera e logo em seguida realizar o processo de revenimento.

Para investigar o processo, foram utilizadas informagdes dessas duas caracteristicas da
qualidade. Os dados coletados tinham o tamanho de amostra varidvel devido ao fluxo de produgéo da
empresa que ndo era padrdo, pois a mesma realiza o processo de acordo com a demanda de seus
clientes que é varidvel. A coleta era realizada, em geral, de 2 em 2 horas, isto é, 0 ensaio demora em
torno de 2 horas até ser concluido, coletando um valor para témpera e um valor para revenimento a
cada instante. No final de cada dia, o tamanho amostral oscilava entre 7 e 12 observagfes. Os dados
utilizados neste trabalho séo do periodo entre 1 a 31 de outubro de 2012, contabilizando um total de 31
amostras. A empresa estudada tem a sua producdo continua, inclusive em finais de semana e feriados
(ver Anexo 1).

3.2 Implementacé@o computacional

Para a implementacdo computacional, foi utilizado o software R versdo 3.1.0. A seguir
apresentou-se uma descricdo dos programas disponiveis nos Anexos 2 e 3.

3.2.1 Gréficos univariados Xbarrae S

Para a geragdo dos graficos univariados apresentados na Secdo 2.2 (Xbarra e S), primeiro
instalou-se o pacote gcc.

Posteriormente, entrou-se com todos os valores coletados da caracteristica 1 (témpera). Note
que é necessério verificar qual foi o instante k em que o tamanho amostral (ny) foi maior. Com isso, 0s
demais instantes foram complementados com NA, para que todos instantes tivessem o mesmo
tamanho. O mesmo foi feito para a caracteristica da qualidade 2 (revenimento).

Por ultimo, utilizou-se 0 comando qcc para gerar os graficos Xbarra e S para cada uma das
caracteristicas.



3.2.2  Analise multivariada

Nesta secdo, foram apresentados os detalhes metodoldgicos das rotinas desenvolvidas para a
constru¢do do GCM T2 de Hotelling quando n é varidvel (ver Anexo 3). O algoritmo computacional
foi construido adaptando a teoria apresentada na Se¢do 2 com os dados disponiveis pela empresa (ver
Anexo 1), obtidos conforme a descri¢do na Sec¢do 3.1.

Os dados sdo referentes as m = 31 amostras com tamanho variavel, com p = 2 caracteristicas
de qualidade, em que as caracteristicas da qualidade foram escolhidas pela empresa, pois sdo as que
mais afetam negativamente no produto final.

Para a geracdo do grafico T2 de Hotelling no software R para n variavel foram seguidos os
seguintes passos: primeiro foi necessario entrar com os dados coletados das 31 amostras de tamanho
n, k=1, .., 31, das p = 2 caracteristicas da qualidade. Nesta situacdo, como p = 2, X; e X, foram
denominados por X, e Yy, k=1, 2, ..., 31. Com isso, foram obtidos 2 vetores para cada instante. Por
exemplo, observando o Anexo 3, no primeiro instante foram coletadas n, = 8 observacdes de cada
caracteristica, no instante 2, n, = 12 observaces, até 0 31° instante, onde foram coletadas ns = 10
dados. Em seguida, foi feito o teste de hipdteses para a correlagdo, através do comando cor.test e a
verificacdo da suposi¢cdo de normalidade bivariada através do comando mshapiro.test, que precisa da
instalacdo do pacote mvnormtest, para ser executado. Apés a realizagdo destes testes, foi construida
uma matriz contendo a média de cada instante da caracteristica 1, de dimensdo 31 linhas por 1 coluna
(medial) e, outra matriz com a média de cada instante da caracteristica 2, também de dimensdo 31 x 1
(media2). Foi repetido o mesmo procedimento para as variancias (variancial, variancia2) e a
covariancia de cada instante entre as caracteristicas da qualidade (covar). Posteriormente, calculou-se
a média das médias (xbarbarl, xbarbar2) e criou-se uma matriz com esses resultados de dimensao 2 x
1, calculou-se a média das variancias (medvarl, medvar2) e a media das covariancias (medcov).

Para criar a matriz de variancias e covariancias, primeiro criou-se uma matriz de zeros na
dimensdo desejada (2 linhas e 2 colunas). Mais especificamente, a primeira linha e primeira coluna
dessa matriz recebeu o valor da média das varidncias da caracteristica 1 da qualidade (medvarl); a
primeira linha e segunda coluna e, a segunda linha e primeira coluna receberam o valor da média das
covariancias entre as duas caracteristicas da qualidade (medcov) e, por Gltimo, a segunda coluna e
segunda linha da matriz recebeu o valor da média das varidncias da segunda caracteristica da
qualidade (medvar2).

Em seguida, identificou-se o tamanho amostral, 0 nimero de caracteristicas da qualidade
avaliadas e o nimero de amostras. Como também, o vetor de média das amostras. Além disso, foi
formulado um comando para o célculo da estatistica T2 de cada amostra com seu respectivo tamanho
(ver férmula (19)). Posteriormente, obteve-se o valor tabelado da distribuigdo F, utilizando um grau de
confianga de 95%. Com isso, foi possivel colocar o comando adequado para o célculo de cada limite
superior de controle de cada amostra m (ver férmula (22)).

Com os resultados obtidos, foram utilizados os comandos plot e lines, para gerar o GCM T2 de
Hotelling com tamanho da amostra varidvel. O comando points foi utilizado para sinalizar os pontos
gue ultrapassaram o limite superior de controle.

Por ultimo, para os pontos sinalizados fora de controle no grafico T2 de Hotelling, foi obtida a
decomposico da estatistica T (dy;), conforme expresséo em (24).

4, Resultados e Discussdes

Com a teoria apresentada na Secdo 2 e a metodologia ilustrada na Secéo 3, apresenta-se nesta
secdo os resultados e discussdes dos dados da empresa que produz itens de seguranca para automoveis,
que esta localizada na regido de Séo Jodo del Rei — MG.

A empresa utilizava para monitorar o processo os graficos de controle univariados Xbarra e S
e 0S mesmos eram gerados no Excel. Para aprimorar o seu processo de producdo, a organizagao
permitiu introduzir novas técnicas e ferramentas de controle de processos, com intuito de garantir uma
avaliacdo mais rigorosa da producdo. Cabe ressaltar que foi possivel trocar o uso do Excel pelo
software livre R, que possibilitou a verificacdo das suposi¢des de normalidade e correlacdo entre as
caracteristicas, a geracdo do grafico multivariado e a decomposicdo da estatistica T2 de Hotelling, sem
nenhum custo adicional para a empresa.



4.1

Graficos de controle univariados

Para dar inicio a investigacdo do processo foi realizado o estudo utilizando os gréficos

univariados Xbarra e S, gerados por meio do software livre R, versao 3.1.0 (ver Figuras 2, 3,4 ¢ 5). O

algoritmo computacional utilizado estd no Anexo 2.
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Observando as Figuras 2, 3, 4 e 5 percebe-se que 0 processo encontra-se sob controle
estatistico, isto é, as figuras indicam que ndo ha causas especiais interferindo no processo, ndo
havendo necessidade de realizar uma investigacdo do processo de producdo da empresa.

4.2  Analise multivariada

Com o objetivo de apresentar a analise simultanea das duas caracteristicas da qualidade, foi
proposta a aplicacdo do GCM T2 de Hotelling. Para isso, foram realizados o teste de correlagdo e o
teste de normalidade bivariada das caracteristicas estudadas utilizando o software R, com um nivel de
significancia de 5% (ver Anexo 3). Os testes verificaram se realmente era viavel a aplicagdo do GCM
T2 de Hotelling, tendo como intuito, avaliar as suposi¢des necessarias de correlacdo e normalidade dos
dados.

Portanto, aplicando o teste da correlacdo foi verificado que ha uma correlacéo linear positiva
significativa entre as variaveis témpera e revenimento (correlacdo = 0,43; t = 8,3; graus de liberdade =
302; p-valor = 4,219 x 10™). Além disso, a suposicdo de normalidade bivariada também foi
comprovada, pois por meio do teste de Shapiro Wilk (W = 0,9973 e p-valor = 0,9).

Verificando que a correlagcdo entre as caracteristicas € significativa e a suposicdo de
normalidade bivariada é garantida, a literatura recomenda que as caracteristicas sejam avaliadas
simultaneamente por meio do GCM T2 de Hotelling. O modelo computacional estd no Anexo 3 e 0s
detalhes metodol6gicos descritos na Secdo 3.2.2. O gréafico gerado pelo software R para o processo em
estudo é representado pela Figura 6.
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Revenimento.

Observando a Figura 6, percebe-se que, quando as caracteristicas sdo avaliadas
simultaneamente, mostram que as amostras 14 e 30 sairam do limite superior de controle, 0 que indica
que 0 processo ndo estd sob controle estatistico. O préximo passo foi avaliar qual caracteristica da
qualidade estava impactando de forma negativa no processo, para que possa ser feito uma avaliagdo do
mesmo. Realizando a decomposicdo da estatistica T2 (ver Anexo 3) para 0s pontos que ultrapassaram
o limite superior de controle, foi detectado que, com relacdo a amostra 14 a caracteristica revenimento
afetou o processo, pois dy4, apresentou um valor superior a dy4;. Como também, para a amostra 30, a
caracteristica revenimento é a que estava impactando no processo de forma negativa, porque o valor
de dso, foi superior ao de dsp;. Com isso, foi possivel proporcionar a empresa um direcionamento de
quais caracteristicas precisavam ser investigadas nos seus respectivos instantes.

Com relacdo a amostra 14, no dia 14/10/2012, foi possivel pontuar que o operador da méaquina
gue realizava este processo e responsavel pelos ensaios, ndo realizou o processo de Revenimento de
forma adequada, pois as medidas coletadas deveriam apresentar resultados com valores maiores,
indicando maior resisténcia de dureza da peca. Desta forma, uma possivel justificativa foi o
langcamento do jato de agua em menor quantidade, e/ou em tempo ndo satisfatorio do lancamento do
jato de agua para que a peca contenha melhor desempenho. Essa mesma situagdo ocorreu para a
amostra 30, no dia 30/10/2012.

5. Consideracdes finais

O objetivo desse estudo foi apresentar a teoria composta para a geracdo do grafico
multivariado proposto por Hotelling, quando o tamanho de amostra € variavel, fazer a implementacdo
computacional desta teoria num software livre e realizar um estudo de caso numa empresa da regido
de Séo Jodo del Rei-MG.

O estudo de caso possibilitou mostrar a importancia do uso do grafico multivariado, pois a
empresa utilizava somente as cartas univariadas e, os resultados obtidos com esses graficos ndo eram
eficazes para o monitoramento da sua producdo, uma vez que a empresa avaliava mais que uma
caracteristica da qualidade simultaneamente e as mesmas eram correlacionadas. Em particular, para o
periodo analisado na empresa, os resultados mostraram que com o uso das cartas univariadas ndo era
detectado nenhuma causa especial no processo e, em contrapartida, com o grafico T2 de Hotelling foi
possivel detectar 2 pontos fora de controle, sinalizados devido & caracteristica revenimento e, além
disso, detectar que tipo de problema estava ocorrendo com esta caracteristica da qualidade. Além
disso, a empresa utilizava um software que néo era livre, isto é, tinha um custo adicional para obter a
licenca do mesmo e, este trabalho, proporcionou uma alternativa de custo zero.

Portanto, esse trabalho contribuiu fornecendo a rotina computacional do grafico multivariado e
de sua analise num software estatistico gratuito e os dados da empresa mostraram que os graficos



univariados ndo eram eficazes para o controle daquele processo. O programa disponivel nos Anexos 2
e 3 possibilitara outras empresas ho monitoramento multivariado, quando o tamanho amostral é fixo
ou variavel. O algoritmo computacional desenvolvido é didatico e permite que seja desenvolvido o
controle e a garantia da qualidade de produtos/servigos, sem custos adicionais com a compra de
softwares. Além disso, a rotina computacional para a analise multivariada em um software livre é
escassa e a mesma auxilia na melhoria continua da qualidade dos produtos, produzindo melhores
equipamentos no mercado e, consequentemente, mantém a competitividade e o segmento da empresa.
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Anexos

Anexo 1 — Dados sobre as caracteristicas da qualidade témpera e revenimento no més de outubro.

Data Temp. * Reven. ** Data Temp. Reven. Data Temp. Reven.
01/10/2012 76,8 74,29 11/10/2012 79,02 75,2  21/10/2012 76,99 74,33
01/10/2012 76,41 73,43 11/10/2012 80,36 76,37  21/10/2012 77,68 73,45
01/10/2012 79,8 75,14 11/10/2012 80,13 76,1  21/10/2012 78,72 74,98
01/10/2012 78,12 76,39 11/10/2012 77,98 74,21  21/10/2012 76,41 75,23
01/10/2012 77,92 75,3 11/10/2012 76,92 75,16  22/10/2012 78,65 75,87

01/10/2012 78,72 75,66 11/10/2012 76,01 73,87 22/10/2012 77,4 73,99
01/10/2012 78,95 75,52 11/10/2012 78,42 74,71  22/10/2012 77,7 76,48
01/10/2012 77,81 74,81 11/10/2012 77,23 74,47 22/10/2012 77,45 73,53
02/10/2012 78,64 75,08 11/10/2012 78,6 76,4  22/10/2012 77,71 74,48
02/10/2012 76,99 73,45 11/10/2012 76,94 75,63 22/10/2012 77,55 75,19
02/10/2012 78,49 75,59 12/10/2012 78,21 74,63 22/10/2012 76,06 74,19
02/10/2012 75,98 74,71 12/10/2012 78,84 76,08 22/10/2012 79,77 74,74
02/10/2012 77,98 74,65 12/10/2012 78,22 75,63  23/10/2012 76,89 75,36
02/10/2012 80,1 76,36 12/10/2012 77,47 74,77  23/10/2012 79,79 74,79
02/10/2012 76,91 72,46 12/10/2012 77,58 74,35 23/10/2012 76,65 73,65
02/10/2012 77,97 74,53 12/10/2012 78,48 74,93 23/10/2012 76,68 74,11
02/10/2012 76,47 75,11 12/10/2012 77,55 74,12  23/10/2012 7523 73,77
02/10/2012 77,5 74,94 12/10/2012 77,98 74,39 23/10/2012 79,15 76,75
02/10/2012 77,63 74,89 13/10/2012 78,55 76,38  23/10/2012 77,34 74,2
02/10/2012 78,37 74,88 13/10/2012 77,16 75 23/10/2012 76,7 73,72
03/10/2012 77,75 74,24 13/10/2012 77,08 74,7  23/10/2012 77,31 73,93
03/10/2012 77,71 74,82 13/10/2012 78,5 75,88  23/10/2012 78,81 76

03/10/2012 78,81 75,31 13/10/2012 77,54 75,34  23/10/2012 78,89 74,99
03/10/2012 77,13 73,62 13/10/2012 78,88 75,55  23/10/2012 76,17 75,46
03/10/2012 77,57 74,66 13/10/2012 78,97 75,64  24/10/2012 77,48 74,21
03/10/2012 76,71 73,96 14/10/2012 78,22 75,6  24/10/2012 76,71 74,44
03/10/2012 78,75 75,22 14/10/2012 77,72 7498  24/10/2012 77,35 75,13
03/10/2012 78,22 74,48 14/10/2012 80,33 77,59  24/10/2012 78,36 74,81
03/10/2012 78,51 74,86 14/10/2012 77,9 76,45  24/10/2012 76,17 74,72
04/10/2012 77,25 75,88 14/10/2012 79,03 75,77  24/10/2012 77,43 75,58
04/10/2012 78,98 75,35 14/10/2012 78,97 76,09  24/10/2012 77,05 75,4
04/10/2012 75,82 75,38 14/10/2012 79,24 75,21  24/10/2012 77,55 74,89
04/10/2012 78,71 75,9 14/10/2012 78,59 76,38  25/10/2012 79,04 75,13
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15/10/2012
15/10/2012
15/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
16/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
17/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
18/10/2012
19/10/2012
19/10/2012
19/10/2012

78,19
79,52
77,85
78,05
78,67
76,2
77,72
78,51
76,58
78,14
77,81
77,81
78,35
77,99
78,43
79,14
77,59
78,32
78,14
77,81
77,22
77,34
77,47
76,96
78,41
78,46
79,84
78,99
78,54
78,21
78,64
76,22
78,62
78,54
78,08
77,81
78,55
76,99
77,96
78,96
77,99
77,43
78,12
77,21
78,9
78,96

74,55
74,77
74,13
74,58
75,03
74,68
73,91
75,35
73,85
74,81
74,72
74,83
75,77
74,33
74,46
74,48
75,11
74,9
75,76
74,63
75,53
74,94
74
75,66
74,88
74,96
74,25
75,02
76,53
75,14
74,76
74,67
74,91
74,83
75,31
75,42
75,22
74,48
75,15
75,7
75,43
74
75,77
74,25
73,98
74,84

25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
25/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
26/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
27/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
28/10/2012
29/10/2012
29/10/2012
29/10/2012
29/10/2012

75,63
78,83
77,4
78,12
71,77
78,21
78,15
77,02
78,38
79,22
77,69
77,4
77,36
78,17
79,07
78,07
79,59
78,6
77,31
80,17
78,72
79,75
78,73
77,72
78,16
76,27
78,13
78,53
77,99
77,95
79,11
77,87
77,98
77,1
78,2
78,25
78,32
78,18
79,21
80,2
77,08
76,02
76,53
78,08
78,75
78,72

74,24
74,81
75,9
75,38
74,68
75,13
74,48
74,75
76,1
74,7
74,82
73,93
74,59
75,07
75,02
74,24
74,91
75,88
74,56
76,53
75,69
75,45
74,4
75,21
75,93
74,1
74,82
75,59
75,14
73,5
75,52
74,35
75,08
74,25
75,44
75,68
74,97
72,82
75,84
75,49
74,77
74,06
73,47
75,42
73,31
74,84




08/10/2012 78,15 75,53 19/10/2012 76,86 75,34  29/10/2012 78,37 74,32
09/10/2012 78,21 75,72 19/10/2012 77,91 76,43  29/10/2012 79,18 74,52
09/10/2012 78,23 74,48 19/10/2012 78,47 74,33  29/10/2012 79,38 75,7
09/10/2012 79,84 76,05 19/10/2012 78,34 74,81  29/10/2012 77,14 74,69
09/10/2012 78,75 75,71 20/10/2012 78,56 74,77  30/10/2012 76,76 73,58
09/10/2012 77,52 76,68 20/10/2012 77,55 74,54  30/10/2012 77,12 73,9
09/10/2012 76,55 73,62 20/10/2012 78,3 75,89  30/10/2012 77,33 74,39

09/10/2012 76,66 74,9 20/10/2012 77,66 76,07 30/10/2012 77,33 73,81
09/10/2012 79,68 73,93 20/10/2012 79,16 74,59  30/10/2012 77,58 75,75
09/10/2012 77,3 74,63 20/10/2012 78,44 76,01 30/10/2012 77,96 74,04
10/10/2012 78,02 75,9 20/10/2012 79,59 74,71  30/10/2012 77,6 74,24

10/10/2012 77,13 74,19 20/10/2012 78,7 74,92  31/10/2012 78,71 74,6
10/10/2012 76,44 74,12 20/10/2012 76,69 74,26  31/10/2012 77,08 74,35
10/10/2012 79,8 75,81 20/10/2012 77,38 75,64  31/10/2012 77,58 75,3
10/10/2012 78,12 73,78 20/10/2012 78,81 75,1  31/10/2012 79,29 74,68
10/10/2012 78,13 75,24 21/10/2012 80,19 73,91 31/10/2012 77,79 76,03
10/10/2012 79,24 76,05 21/10/2012 77,3 74,76  31/10/2012 77,69 75,51
10/10/2012 77,51 75,25 21/10/2012 76,57 74,7  31/10/2012 78,54 75,06
10/10/2012 79,83 76,6 21/10/2012 80,58 74,3  31/10/2012 77,26 74,06
10/10/2012 76,84 74,65 21/10/2012 77,64 74,74 31/10/2012 76,42 74,21
10/10/2012 78,07 74,61 21/10/2012 77,09 74,22 31/10/2012 79,19 74,76
11/10/2012 77,33 75,05 21/10/2012 77,93 74,85

11/10/2012 78,29 76,16 21/10/2012 79,13 74,5
*Temp.: Témpera (escala de 75-81) HRC **Reven.: Revenimento (escala 72-78) HRC
Fonte: Dados de uma empresa da regido de Séo Jodo del Rei-MG, que produz itens de seguranca de
automoveis.

Anexo 2 — Algoritmo computacional do software R para gerar os graficos Xbarra e S com tamanho de
amostra variavel.

install.packages("qgcc")

require(gcc)

Témpera=matrix(c(76.8,76.41,79.8,78.12,77.92,78.72,78.95,77.81, NA,NA,NA,NA,78.64,76.99,78.49,
75.98,77.98,80.09,76.91,77.97,76.47,77.5,77.63,78.37,77.75,77.71,78.81,77.13,77.57,76.71,78.75,78.
22,78.51,NA,NA NA,77.25,78.98,75.82,78.71,76.93,78.73,77.23,78.38,78.96,77.71,78.73,78.39,78.66
,77.77,79.57,76.93,79.72,76.21,76.63,78.03,77.5,78.08,76.84,NA,78.46,79.07,80.22,77,78.94,77.69,78
.51,78.17,77.56,76.91,78.27,NA,77.24,77.91,78.09,77.54,78.05,77.36,76.77, NA,NA,NA,NA,NA,79.0
6,75.97,78.19,79.25,78.08,79.08,75.6,79.31,77.7,78.15,NA,NA,78.21,78.23,79.84,78.75,77.52,76.55,7
6.66,79.68,77.3,NA,NA,NA,78.02,77.13,76.44,79.8,78.12,78.13,79.24,77.51,79.83,76.84,78.07,NA,7
7.33,78.29,79.02,80.36,80.13,77.98,76.92,76.01,78.42,77.23,78.6,76.94,78.21,78.84,78.22,77.47,77.5
8,78.48,77.55,77.98, NA,NA ,NA,NA,78.55,77.16,77.08,78.5,77.54,78.88,78.97, NA,NA,NA,NA ,NA,7
8.22,77.72,80.33,77.9,79.03,78.97,79.24,78.59,78.19,79.52,77.85,78.05,78.67,76.2,77.72,78.51,76.58,
78.14,77.81,77.81,78.35,77.99,78.43,79.14,77.59,78.32,78.14,77.81,77.22,77.34,77.47,76.96,78.41,78
.46,NA,NA,79.84,78.99,78.54,78.21,78.64,76.22,78.62,78.54,78.08, NA,NA,NA,77.81,78.55,76.99,77.
96,78.96,77.99,77.43,78.12,NA,NA,NA,NA,77.21,78.9,78.96,76.86,77.91,78.47,78.34 NA,NA,NA,N
A,NA,78.56,77.55,78.3,77.66,79.16,78.44,79.59,78.7,76.69,77.38,78.81,NA,80.19,77.3,76.57,80.58,7
7.64,77.09,77.93,79.13,76.99,77.68,78.72,76.41,78.65,77.4,77.7,77.45,77.71,77.55,76.06,79.77, NA,N
A,NA,NA,76.89,79.79,76.65,76.68,75.23,79.15,77.34,76.7,77.31,78.81,78.89,76.17,77.48,76.71,77.35
,78.36,76.17,77.43,77.05,77.55,NA,NA,NA,NA,79.04,75.63,78.83,77.4,78.12,77.77,78.21,78.15,77.0
2,78.38,NA,NA,79.22,77.69,77.4,77.36,78.17,79.07,78.07,79.59,78.6,77.31,80.17,NA,78.72,79.75,78.
73,77.72,78.16,76.27,78.13,78.53,77.99,77.95,NA,NA,79.11,77.87,77.98,77.1,78.2,78.25,78.32,78.18,




79.21,80.2,77.08,76.02,76.53,78.08,78.75,78.72,78.37,79.18,79.38,77.14 NA,NA,NA,NA,76.76,77.12
,77.33,77.33,77.58,77.96,77.6,NA,NA,NA NA,NA,78.71,77.08,77.58,79.29,77.79,77.69,78.54,77.26,7
6.42,79.19,NA,NA),ncol=12)
Revenimento=matrix(c(74.29,73.43,75.14,76.39,75.3,75.66,75.52,74.81,NA,NA,NA,NA,75.08,73.45,
75.59,74.71,74.65,76.36,72.46,74.53,75.11,74.94,74.89,74.88,74.24,74.82,75.31,73.62,74.66,73.96,75
.22,74.48,74.86,NA,NA,NA,75.88,75.35,75.38,75.9,74.37,74.84,74.69,75.04,76.09,76.12,75.47,74.28,
75.48,73.58,75.33,74.24,76.05,73.94,74.19,74.99,74.72,76.23,73.84,NA,75.59,76.26,75.97,74.57,75.9
1,74.1,75.65,74.97,75.37,75.21,75.68,NA,74.89,74.23,74.97,74.74,75.84,74.49,74.1 NANA,NA,NA,
NA,74.04,73.36,75.55,74.9,75.38,74.71,75.26,74.62,74.14,75.53,NA,NA,75.72,74.48,76.05,75.71,76.
68,73.62,74.9,73.93,74.63,NA,NA,NA,75.9,74.19,74.12,75.81,73.78,75.24,76.05,75.25,76.6,74.65,74.
61,NA,75.05,76.16,75.2,76.37,76.1,74.21,75.16,73.87,74.71,74.47,76.4,75.63,74.63,76.08,75.63,74.77
,74.35,74.93,74.12,74.39,NA,NA ,NA,NA,76.38,75,74.7,75.88,75.34,75.55,75.64 NA,NA,NA NA NA
,75.6,74.98,77.59,76.45,75.77,76.09,75.21,76.38,74.55,74.77,74.13,74.58,75.03,74.68,73.91,75.35,73.
85,74.81,74.72,74.83,75.77,74.33,74.46,74.48,75.11,74.9,75.76,74.63,75.53,74.94,74,75.66,74.88,74.
96,NA,NA,74.25,75.02,76.53,75.14,74.76,74.67,74.91,74.83,75.31,NA,NA,NA,75.42,75.22,74.48,75.
15,75.7,75.43,74,75.77, NA,NANA,NA,74.25,73.98,74.84,75.34,76.43,74.33,74.81, NA NA,NA NA,
NA,74.77,74.54,75.89,76.07,74.59,76.01,74.71,74.92,74.26,75.64,75.1,NA,73.91,74.76,74.7,74.3,74.7
4,74.22,74.85,74.5,74.33,73.45,74.98,75.23,75.87,73.99,76.48,73.53,74.48,75.19,74.19,74.74 NA,NA,
NA,NA,75.36,74.79,73.65,74.11,73.77,76.75,74.2,73.72,73.93,76,74.99,75.46,74.21,74.44,75.13,74.8
1,74.72,75.58,75.4,74.89,NA,NA NA,NA,75.13,74.24,74.81,75.9,75.38,74.68,75.13,74.48,74.75,76.1,
NA,NA,74.7,74.82,73.93,74.59,75.07,75.02,74.24,74.91,75.88,74.56,76.53,NA,75.69,75.45,74.4,75.2
1,75.93,74.1,74.82,75.59,75.14,73.5,NA,NA,75.52,74.35,75.08,74.25,75.44,75.68,74.97,72.82,75.84,7
5.49,74.77,74.06,73.47,75.42,73.31,74.84,74.32,74.52,75.7,74.69,NA,NA,NA,NA,73.58,73.9,74.39,7
3.81,75.75,74.04,74.24 NA,NA,NA ,NA,NA,74.6,74.35,75.3,74.68,76.03,75.51,75.06,74.06,74.21,74.7
6,NA,NA),ncol=12)

#NA indica informagdes ndo obtidas

g<-gcc(Témpera,type="S")

g<-gcc(Témpera,type="xbar")

g<-gcc(Revenimento,type="S")

g<-gcc(Revenimento,type="xbar")

Anexo 3 — Algoritmo computacional do software R para gerar o GCM T2 de Hotelling com tamanho
de amostra variavel.

x1<-c(76.8,76.41,79.8,78.12,77.92,78.72,78.95,77.81)
y1<-c(74.29,73.43,75.14,76.39,75.3,75.66,75.52,74.81)
x2<-c(78.64,76.99,78.49,75.98,77.98,80.09,76.91,77.97,76.47,77.5,77.63,78.37)
y2<-c(75.08,73.45,75.59,74.71,74.65,76.36,72.46,74.53,75.11,74.94,74.89,74.88)
x3<-c(77.75,77.71,78.81,77.13,77.57,76.71,78.75,78.22,78.51)
y3<-c(74.24,74.82,75.31,73.62,74.66,73.96,75.22,74.48,74.86)
x4<-c(77.25,78.98,75.82,78.71,76.93,78.73,77.23,78.38,78.96,77.71,78.73,78.39)
y4<-c(75.88,75.35,75.38,75.9,74.37,74.84,74.69,75.04,76.09,76.12,75.47,74.28)
x5<-c(78.66,77.77,79.57,76.93,79.72,76.21,76.63,78.03,77.5,78.08,76.84)
y5<-c(75.48,73.58,75.33,74.24,76.05,73.94,74.19,74.99,74.72,76.23,73.84)
X6<-c(78.46,79.07,80.22,77,78.94,77.69,78.51,78.17,77.56,76.91,78.27)
y6<-c(75.59,76.26,75.97,74.57,75.91,74.1,75.65,74.97,75.37,75.21,75.68)
X7<-c(77.24,77.91,78.09,77.54,78.05,77.36,76.77)
y7<-c(74.89,74.23,74.97,74.74,75.84,74.49,74.1)
x8<-c(79.06,75.97,78.19,79.25,78.08,79.08,75.6,79.31,77.7,78.15)
y8<-c(74.04,73.36,75.55,74.9,75.38,74.71,75.26,74.62,74.14,75.53)
x9<-c(78.21,78.23,79.84,78.75,77.52,76.55,76.66,79.68,77.3)
y9<-c(75.72,74.48,76.05,75.71,76.68,73.62,74.9,73.93,74.63)
x10<-c(78.02,77.13,76.44,79.8,78.12,78.13,79.24,77.51,79.83,76.84,78.07)
y10<-¢c(75.9,74.19,74.12,75.81,73.78,75.24,76.05,75.25,76.6,74.65,74.61)
x11<-¢(77.33,78.29,79.02,80.36,80.13,77.98,76.92,76.01,78.42,77.23,78.6,76.94)
y11<-c(75.05,76.16,75.2,76.37,76.1,74.21,75.16,73.87,74.71,74.47,76.4,75.63)




x12<-c(78.21,78.84,78.22,77.47,77.58,78.48,77.55,77.98)
y12<-c(74.63,76.08,75.63,74.77,74.35,74.93,74.12,74.39)
x13<-¢(78.55,77.16,77.08,78.5,77.54,78.88,78.97)
y13<-¢(76.38,75,74.7,75.88,75.34,75.55,75.64)
x14<-c(78.22,77.72,80.33,77.9,79.03,78.97,79.24,78.59,78.19,79.52,77.85,78.05)
y14<-c(75.6,74.98,77.59,76.45,75.77,76.09,75.21,76.38,74.55,74.77,74.13,74.58)
x15<-c(78.67,76.2,77.72,78.51,76.58,78.14,77.81,77.81,78.35,77.99,78.43,79.14)
y15<-¢(75.03,74.68,73.91,75.35,73.85,74.81,74.72,74.83,75.77,74.33,74.46,74.48)
x16<-c(77.59,78.32,78.14,77.81,77.22,77.34,77.47,76.96,78.41,78.46)
y16<-c(75.11,74.9,75.76,74.63,75.53,74.94,74,75.66,74.88,74.96)
x17<-c(79.84,78.99,78.54,78.21,78.64,76.22,78.62,78.54,78.08)
y17<-c(74.25,75.02,76.53,75.14,74.76,74.67,74.91,74.83,75.31)
x18<-c(77.81,78.55,76.99,77.96,78.96,77.99,77.43,78.12)
y18<-c(75.42,75.22,74.48,75.15,75.7,75.43,74,75.77)
x19<-¢(77.21,78.9,78.96,76.86,77.91,78.47,78.34)
y19<-¢(74.25,73.98,74.84,75.34,76.43,74.33,74.81)
x20<-¢(78.56,77.55,78.3,77.66,79.16,78.44,79.59,78.7,76.69,77.38,78.81)
y20<-c(74.77,74.54,75.89,76.07,74.59,76.01,74.71,74.92,74.26,75.64,75.1)
x21<-¢(80.19,77.3,76.57,80.58,77.64,77.09,77.93,79.13,76.99,77.68,78.72,76.41)
y21<-c(73.91,74.76,74.7,74.3,74.74,74.22,74.85,74.5,74.33,73.45,74.98,75.23)
x22<-c(78.65,77.4,77.7,77.45,77.71,77.55,76.06,79.77)
y22<-c(75.87,73.99,76.48,73.53,74.48,75.19,74.19,74.74)
x23<-¢(76.89,79.79,76.65,76.68,75.23,79.15,77.34,76.7,77.31,78.81,78.89,76.17)
y23<-¢(75.36,74.79,73.65,74.11,73.77,76.75,74.2,73.72,73.93,76,74.99,75.46)
X24<-c(77.48,76.71,77.35,78.36,76.17,77.43,77.05,77.55)
y24<-c(74.21,74.44,75.13,74.81,74.72,75.58,75.4,74.89)
x25<-¢(79.04,75.63,78.83,77.4,78.12,77.77,78.21,78.15,77.02,78.38)
y25<-¢c(75.13,74.24,74.81,75.9,75.38,74.68,75.13,74.48,74.75,76.1)
X26<-¢(79.22,77.69,77.4,77.36,78.17,79.07,78.07,79.59,78.6,77.31,80.17)
y26<-c(74.7,74.82,73.93,74.59,75.07,75.02,74.24,74.91,75.88,74.56,76.53)
X27<-c(78.72,79.75,78.73,77.72,78.16,76.27,78.13,78.53,77.99,77.95)
y27<-c(75.69,75.45,74.4,75.21,75.93,74.1,74.82,75.59,75.14,73.5)
x28<-c(79.11,77.87,77.98,77.1,78.2,78.25,78.32,78.18,79.21,80.2,77.08,76.02)
y28<-c(75.52,74.35,75.08,74.25,75.44,75.68,74.97,72.82,75.84,75.49,74.77,74.06)
x29<-c(76.53,78.08,78.75,78.72,78.37,79.18,79.38,77.14)
y29<-c(73.47,75.42,73.31,74.84,74.32,74.52,75.7,74.69)
x30<-c(76.76,77.12,77.33,77.33,77.58,77.96,77.6)
y30<-c(73.58,73.9,74.39,73.81,75.75,74.04,74.24)
x31<-c(78.71,77.08,77.58,79.29,77.79,77.69,78.54,77.26,76.42,79.19)
y31<-c(74.6,74.35,75.3,74.68,76.03,75.51,75.06,74.06,74.21,74.76)
x=c(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19,x20,x21,x22,x23,x24,x25,
X26,x27,x28,%x29,x30,x31)

y=c(yl,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,y9,y10,y11,y12 y13,y14,y15y16,y17,y18,y19,y20,y21,y22 y23,y24,y25,
y26,y27,y28,y29,y30,y31)

#Verificando a correlacdo entre as variaveis témpera e revenimento e a suposi¢cdo de normalidade
bivariada

cor.test(x,y)

install.packages (""'mvnormtest™)

library(mvnormtest)

vetor=matrix(c(x,y),ncol=2)

vetorl=t(vetor)

vetor<-matrix(t(c(x,y)),2,length(x))

mshapiro.test(vetorl)

#Entrar com a média de cada instante de cada caracteristica da qualidade




medial=matrix(c(mean(x1),mean(x2),mean(x3),mean(x4),mean(x5),mean(x6),mean(x7),mean(x8),me
an(x9),mean(x10),mean(x11),mean(x12),mean(x13),mean(x14),mean(x15),mean(x16),mean(x17),mea
n(x18),mean(x19),mean(x20),mean(x21),mean(x22),mean(x23),mean(x24),mean(x25),mean(x26),me
an(x27),mean(x28),mean(x29),mean(x30),mean(x31)))
media2=matrix(c(mean(y1),mean(y2),mean(y3),mean(y4),mean(y5),mean(y6),mean(y7),mean(y8),me
an(y9),mean(y10),mean(y11),mean(y12),mean(y13),mean(y14),mean(y15),mean(y16),mean(y17),mea
n(y18),mean(y19),mean(y20),mean(y21),mean(y22),mean(y23),mean(y24),mean(y25),mean(y26),me
an(y27),mean(y28),mean(y29),mean(y30),mean(y31)))

#Entrar com a variancia de cada instante de cada caracteristica da qualidade
variancial=matrix(c(var(x1),var(x2),var(x3),var(x4),var(x5),var(x6),var(x7),var(x8),var(x9),var(x10),
var(x11),var(x12),var(x13),var(x14),var(x15),var(x16),var(x17),var(x18),var(x19),var(x20),var(x21),v
ar(x22),var(x23),var(x24),var(x25),var(x26),var(x27),var(x28),var(x29),var(x30),var(x31)))
variancia2=matrix(c(var(y1),var(y2),var(y3),var(y4),var(y5),var(y6),var(y7),var(y8),var(y9),var(y10),
var(yl1),var(y12),var(y13),var(y14),var(y15),var(y16),var(yl7),var(y18),var(y19),var(y20),var(y21),v
ar(y22),var(y23),var(y24),var(y25),var(y26),var(y27),var(y28),var(y29),var(y30),var(y31)))

#Calcular a covariancia de cada instante das caracteristicas da qualidade
covar=matrix(c(cov(x1,yl),cov(x2,y2),cov(x3,y3),cov(x4,y4),cov(x5,y5),cov(x6,y6),cov(X7,y7),cov(x
8,y8),cov(x9,y9),cov(x10,y10),cov(x11,y11),cov(x12,y12),cov(x13,y13),cov(x14,y14),cov(x15,y15),c
0v(x16,y16),cov(x17,y17),cov(x18,y18),cov(x19,y19),cov(x20,y20),cov(x21,y21),cov(x22,y22),cov(x
23,y23),cov(x24,y24),cov(x25,y25),cov(x26,y26),cov(x27,y27),cov(x28,y28),cov(x29,y29),cov(x30,y
30),cov(x31,y31)))

#Calcular a média das médias de cada caracteristica da qualidade e criar uma matriz com os resultados
xbarbarl=mean(medial)

xbarbar2=mean(media2)

xbarbar=matrix(c(xbarbarl,xbarbar2),2,1)

#Calcular a média das variancias e covariancias das caracteristicas da qualidade
medvarl=mean(variancial)

medvar2=mean(variancia2)

medcov=mean(covar)

#Criar a matriz de variancias e covariancias

S<-matrix(0,2,2)

S[1,1]<-medvarl #Entrar com a média das variancias da variavel 1

S[1,2]<-medcov #Entrar com a média das covariancias das variaveis 1 e 2

S[2,1]<-medcov #Entrar com a média das covariancias das variaveis 2 e 1

S[2,2]<-medvar2 #Entrar com a média das variancias da variavel 2

#Tamanho amostral de cada instante
n=c(8,12,9,12,11,11,7,10,9,11,12,9,7,12,12,10,9,8,7,11,12,8,12,8,10,11,10,12,8,7,10)

p=2#Nu0mero de caracteristicas da qualidade avaliadas

m=31 #NUmero de amostras

v=matrix(c(medial, media2),m,2) #Vetor de médias das amostras

r=t(v) #Transposta de v

#Estatistica T2 de Hotelling

T2=matrix(0,m,1)

for(i in 1:m) {T2[i] = n[i]*t(r[,i]-xbarbar)%*%solve(S)%*%(r[,i]-xbarbar)}

#Quantil da Distribuicdo F

gF=matrix(0,m,1)

for(i in 1:m) {gF[i] = gf(0.95,p,((m*n[i])-m-p+1))}

# Calcular o Limite de Controle, com um grau de confianca igual a 0,95

Isck=matrix(0,m,1)

for(i in 1:m) {Isck[i] = ((p*(m-1)*(n[i]-1))/((m*n[i])-m-p+1))*qF[i]}

x<-c(1:31) #Amostras

y=c(T2) #Estatistica T2 de Hotelling

z=Isck #Limite superior de controle do gréafico T2

plot(x,y,type="b" xlab="Dias",ylab="T2")

lines(x,z) #S0 depois de gerar o grafico copie e cole os comandos abaixo




points(14,8.728823, col = "black", pch=19)

points(30, 6.345474, col =" black ", pch=19)

#Decomposicao dos pontos fora de controle

Vix1l4<-c(mean(x14))

Vtyl4<-c(mean(yl4))

Vitx30<-c(mean(x30))

Vty30<-c(mean(y30))
T141<-12*t(Vtyl4-xbarbar2)%*%solve(medvar2)%*%(Vty14-xbarbar2)
T142<-12*t(Vtx14-xbarbarl)%*%solve(medvarl)%*%(Vtx14-xbarbarl)
T301<-7*t(Vty30-xbarbar2)%*%solve(medvar2)%*%(Vty30-xbarbar2)
T302<-7*t(Vtx30-xbarbarl)%*%solve(medvarl)%*%(Vtx30-xbarbarl)
d1T141<-(T2[14]-T141)

d2T142<-(T2[14]-T142)

d1T301<-(T2[30]-T301)

d2T302<-(T2[30]-T302)




