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ALGUNS ASPECTOS DO CONTROLE EM
UM MODELO DINAMICO DE OBJETOS DE
PRODUCAO DE INTERACOES CONFORME
UMA FUNCIONAL QUADRATICA

Marat Rafikov

Pedro Augusto P. Borges“

SINOPSE

Neste artigo sdo considerados dois tipos de controle em relagdo ao sistema de dois objetos de
interagdo de produgao, em que um destes objetos produz uma mercadoria para aumentar os bens de
capital e o outro prod:z um produto final, a fim de suprir a Jemanda dada. Inicialmente, determina-se
o regime mais econdmico de funcionamento do sistema, na condigio de conservagao da capacidade
produtiva do mesmo durante longo tempo. Posteriormente, considera-se o problema de estabilizagao
do desenvolvimento do sistema de objetos de produgio em relagao 3 trajetéria programada de
desenvolvimento. O segundo problema resolve-se através do método de programagio dinimica. Como
funcional objetivo foi usada uma funcional quadritica, que admite desvios das coordenadas espaciais
¢ fungoes de controle do regime program4tico.

1. INTRODUCAO

Na moderna teoria do controle, distinguem-se problemas de dois tipos: o
controle programiiico € 0 contrcle com realimentacéo.

No primeiro caso, o controle (6timo ou quase-6timo) € feito na formade uma
fungdo do tempo com as condighes iniciais € as condigoes finais concretas, isto €,
u = u(t). No segundo caso, o controle € feito no instante t como uma fungdo do
tempo e das varifveis-estado, isto £, u = u(x,t). A realiza¢go destes dois tipos de
controle s@o diferentes.

O controle programético € realizado através de um mecanismo programatico
de rel6gio, ou de um hordério, conforme uma lei antecipada que € uma funcgio do
tempo. Este controle nio reage contra desvios possiveis do estado do objeto

*  Professor visitante da Universidade de Ijuf,RS,PhD pelo Instituto Superior de Aviagio de Kazan
(Russia), bolsista da FAPERGS. )
*+  Professor da Universidade de Ijuf, RS, M.Sc. pela UNICAMP.
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controlado em relagio a um estado desejével, ideal. O controle com realimentagio
€ realizado através de um regulador que, com base nos resultados das medidas dos
valores reais das varidveis-estado, pode criar um sinal mediante o qual funciona
um mecanismo de controle ou admite-se a decisdo de controle. Ambos os
problemas sdo de interagdes. Em problemas de controle econdmico, existem estes
dois tipos. Por exemplo, para investir em algum ramo da inddstria, existe um
programa de investimentos para cada momento do tempo. Isto € realizado através
de um controle programético de investimentos. Mas devido a mudangas de
condi¢oes de funcionamento do sistema € necessério extinguir estes desvios,
restabelecendo o sistema ao regime programético através de acréscimos ou
retiradas de verbas correntes.

2. 0 MODELO DINAMICO DE UM SISTEMA DE OBJETOS DE
PRODUCAO

Consideraremos um sistema de dois objetos de producio. Um deles produz
um produto usado no sistema como bens de capital. O outro produz uma
mercadoria para usar fora do sistema. Sistemas deste tipo existem na realidade.
Por exemplo, a indistria de méaquinas agricolas € a Producio agricola, ou a
producio de méquinas para tecelagem e uma unidade de fabricagao de tecidos.
Através de modelos semelhantes pode-se modelar a reproducio de gado. Neste
¢aso, 0 primeiro objeto modela a reprodugdo dos animais reprodutores € o segundo,
a produgéo de gado para corte.

Se a demanda final € conhecida, entdo temos interesse no regime de
funcionamento do sistema, quando a produgdo do primeiro objeto se realiza de
forma a somente abasiecer a necessidade da demanda final € renovar o capital
desgastado. Este regime de funcionamento € possivel apenas para determinados
valores das condigoes iniciais do primeiro objeto. Se as condigdes iniciais reais
sd0 maiores que estes valores, entfio se observa o crescimento excessivo da
capacidade do primeiro objeto. Se as condigfes iniciais reais sdo menores que estes
valores, entio se observa a diminuigfo da capacidade do primeiro objeto at€ a
extingdo inteira do objeto. durante um prazo finito.

O modelo matemético do sistema de dois objetos de interagio tem a forma:

do:

——— =u1- 0 1

dt

d¢o

——=uz- 02 2

dt

d ¢n1

=Ur-u; )

dt
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d ¢n2

=Uz-u2
dt
o1 =kix1
¢2 =kox2
Ont =T1U1
Gn2 =T202
x1=U1 + Uz
X2=X
onde :

xi € a producio do i-€simo obieto no instante t;
¢i € a quantidade de bens do capital do i-ésimo objeto no instante t;

Oni € aquantidade do estoque-de bens de capital do i-ésimo objeto.que ainda ndo
funciona para a producio;

u; ¢ o fluxoda introduggo em funcionamento de bens do capital no i-€simo objeto
no instante t;

Ui € o fiuxo de bens de capital adquiridos para fins deusodo  i-ésimo objeto
no instante t;

X € ademanda final do produto do segundo objeto no instante t;
ki € o coeficiente de capacidade do capital do i-€simo objeto no instante t;
aj € o coeficiente de desgaste do capital no i-€simo objeto no instante t;

i € o coeficiente que caracteriza a duragio do prazo da assimilagio de estoques
do capital do i-€simo objeto no instante t;

1 Este modelo foi proposto em Sirazetdinov (1972) e foi modificado em Rafikov (1976). Uma
diferenca deste modelo para o modelo Je Leontief (1951) € que o modelo admite os processos de
assimilagdo e desgastes do capital do sistema.
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equacdes (1) ou (2) ¢ condigdes iniciais

106

No nosso caso, os coeficientes ki, « i, Ti, sd0 constantes e conhecidos.

No sistema (1), as duas primeiras equagdes descrevem o desenvolvimento
da capacidade de cada objeto. As outras duas descrevem o processo da assimilagio
de bens de capital de cada objeto. As quatro seguintes modelam as suposigoes
necessarias de que a produgéo € proporcional aos bens de capital de cada objeto €
o fluxo da introducio em funcionamento de bens do capital € proporcional a
quantidade de bens de capital de cada objeto que ainda ndo funcionam para a
produgio. As duas tltimas equagdes descrevem a distribui¢io da produgéo de cada
objeto.

Reescrevemos o sistema (1) de forma mais compacta:

dé, 1
— =1+ — Pu
dt T
Li7) 1
— =22+ — OQn2
dt 2
dq)nl -1
— = —— (n1 +U1
dt Ty
d¢u2 - 1
= — On2 + U2
dt T2
o1 = kixi
02=k2x2
¢
— =U; + Uz
ki
X2 =X

@

O desenvolvimento deste sistema determina-se por inteiro ao sistema de

$i0) = Pio
Oni(0) = Pnio
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3.A SOLU(}AO DO PROBLEMA DE CONTROLE PROGRAMATICO
Seja
X=X ()

uma funcio de t conhecida, continua e derivével duas vezes. Explicitando Uz da
quarta equagdo do sistema (2) € substituindo ¢n2 pela expressao

d ¢z
(— +0202)T2
dt
que foi obtida da segunda equagfo do sistema (2) podemos encontrar a varidvel de
controle Uz+ que € necessdrio para o desenvolvimento do segundo objeto em
concordancia com a demanda final:

?x’ dx
+ (Oz2T2+1) k2

+ U.zkz; ' “
dt? dt

U2* =kom2

Fazendo algumas transformagdes Obvias com as equagdes do sistema (2),
obtemos:

do: 1
— =01 P1+— Onm )
dt Tl
d¢n1 1 1
= — ¢1 . — On1 -U2%,
dt ki T1

onde a fungéo U’2 ¢ determinada através da expressio (4).
Reescrevemos o sistema (5) na forma matricial:

I"=AF+V ©)
onde
$1 ‘ 0 - 1z
BELP V= S PR 7
-1/
q)nl -U*, !
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A solugio geral do sistema (6) pode ser escrita na forma:

F=e2C + ™ fe My, @)
onde ¢* conforme defini¢iio ¢ uma matriz:
o |
eAl s 3 — A “t“
a=1 n!
Ci
onde C € um vetor-coluna
2

A solugdo geral de (7) consiste de duas partes. Uma delas ¢™'C caracteriza o
desenvolvimento préprio do primeiro objeto (a solugido geral da equagdo
homogénea associada). A outra parte

M fe 'A‘th,

caracteriza o desenvolvimento for¢ado que é condicionado ao vetor de controle V.
Obviamente, nfo ¢ necessario desenvolver demais o primeiro objeto, mas o
suficiente para desenvolver o segundo e compensar os desgastes de ambos. Deste
ponto de vista, o regime mais favorével € quando C=0. Entéo o regime procurado
de desenvolvimento do primeiro objeto € encontrado pela férmula ’

F =cM fe AVt (8) “

O regime (8) foi encontrado raciocinando-se em relagfio ao desenvolvimento
do primeiro objeto, quando o segundo objeto produz um produto do tamanho
necessario. A rigor, ndo podemos chamar este regime de 6timo, pois como ¢ de
praxe nateoria do controle 6timo, € dificil determinar a funcional minima conforme
este regime.

Assim, as fungdes

1%, 2%, Pu1* € Pa2*
)

que se obtém através das expressoes

¢'1
= e feM di, : ©)
¢*n1 'U*Z
dx
2=kX e ¢*n2= w2 (k2 T + 012k2X)
t

*

¢
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determinam tal desenvolvimento programético do sistema considerado quando o
segundo objeto produz a quantidade necesséria do produto final e o primeiro objeto
funciona somente para o abastecimento das necessidades do segundo objeto e
também para compensagdo de desgastes de ambos. O desenvolvimento
programatico € realizado através de controle, ou seja, dos programas:

1

U, t)= _____4)*1 -U% (10)
k1
a?x’ axt
U z(m=k2T2 + (02t2+ k2 — + ookox *
at? dt

4. O SISTEMA DINAMICO EM DESVIOS

De modo geral, o desenvolvimento real do sistema ¢ diferente do
desenvolvimento programatico (9) ¢ (10). O estado do sistema de objetos pode ser
representado como a soma do desenvolvimento programético ¢ dos desvios do
programa, isto €:

Q1=¢'14y1
¢2=9¢"2+y2
$ut = ¢*a1+y3 11

Pu2 = ¢ n2+y4
U1=U'1 + AU;

Uz=U"+ AUz

onde y1 € y2 si0 o0s desvios entre os valores de bens de capital reais e os valores
de bens de capital do regime programitico no primeiro e segundo objetos
respectivamente; y3 € y4 s80 os desvios entre os valores reais de estoques de capital
ndo utilizados para produ¢fo e os valores programaticos destes estoques; AUj €
AU2 sdo, desvios entre os valores reais das varidveis de controle e os valores
programéticos.

As fungdes (9) e (10) que caracterizam o regime programético satisfazem o
sistema (2), isto €:
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a$"y 1

— =11+ — P'm
dt Tl
do*2 1
— =-af2+ — §n2
dt ™
a1 |

= — ¢ a1l +U
dt Ty
a2 -1

= — ¢ +U2
dt T
1
— ¢ 1=U1+U"
ki

(12)

Subtraindo as equagdes do sistema (12) das respectivas equagdes do sistema
(2) ¢ admitindo as expressoes (11), obtemos o sistema de equagdes em desvios:

dy1

— = -01y1 + —¥3
dt T
dy2 1
— = -2y2 + — ¥4
dt T2
dys 1
——=-— y3+A U
dt Tl

dys4 1

— = -——y4 +AUz
dt 17)

1

— y1 = AU1 + AUz

k1

(13)



Substituindo a dltima equacio na quarta equagao do sistema (13) e usando a
forma matricial, obtemos:

Y’ =AY +B AU (14)
onde
-op 0 a0

Y1 _ 0
Y=|Yy|; A=|0 o2 0 ea ;B =|0

Y3 1

Y4 0 0 -i/t1 O .1

k1 O 0 -1/t2
¢ AU| € uma funcg&o escalar de controle.
As condigoes iniciais t€ém a forma:
0 ~
Y(©0)= | 15
y4 (0)
onde :
y10) = ¢10) - ¢ 1(0)
y20) = 2(0) - kzx*
y30) = $a1(0) - ¢*ni0)
y40) = $a2(0) - ¢'n20)
A funcional objetivo € dada por:
l
AUL} = —f (YTQY + AUL2) dt. (16)
2

onde Q € uma matriz de pesos simétrica semidefinida positiva.

~ A funcional objetivo (16) cont€ém a soma dos qliadrados de desvios entre
os valores reais das varidveis e os valores do regime programatico. Minimizando
esta funcional, podemos determinar uma funcao de controle 6tima AU que
diminui os desvios das varidveis com gastos minimais.
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5. A FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO

Formularemos o problema de desvios minimos de regime programético
como o problema de sintese de controle 6timo:? encontrar um controle 6timo que
fornece um valor minimo da funcional (16) e transfere o sistema (14) do estado
inicial (15) para um estado final:

Y (%) = 0 (7

Se encontramos o controle AU1 de um conjunto aberto, entio o controle
6timo linear incégnito pode ser determinado pela expressao:

AU; = -BISY (18)

onde S ¢ uma matriz simétrica de coeficientes 6timos jue € a solugio da equagio
matricial ndo-linear:

-SA-ATs+SBB's-Q=0 (19)

Em (19) a matriz Q € dada.
Se a matriz S tem as componentes

Sit Sz Si3 Su
S12 S22 S23 Sxu
S=1S13 S S1 Su
S1a Sz4 Sza Sy

entfo a expressdo (18) assume a forma:
AUy = -p1y1 - p2y2- p3y3 - pays ' (20)
onde pi = Si3- Sis i=1234. @n

Geralmente usa-se Q como a matriz diagonal:

Mn 0 0 0

[0 Q2 0 O
Q=lo o0 Qm 0

0 0 0 Qa4

Se Q11, Q22, Q33, Q44 530 dados, podemos encontrar Sid, Si3

2 Bellman (1957), Athans and Falb (1966), Letov (1969).
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i=1,2,3,4 da equagdo (19) e depois determinar a varidvel de controle conforme (20).
Sabendo a varigvel de controle AUt da equagio (14) obtemos o processo transitorio
que descreverd o desenvolvimento do sistema em desvios.

6. O PROBLEMA DA ESCOLHA DOS COEFICIENTES DE
PONDERABILIDADE DA FUNCIONAL OBJETIVO

Precisa-se notar que, para valores diferentes da matriz de coeficientes de
ponderabilidade Qji, temos diferentes trajetérias, ou seja, a variaggo de valores das
componentes da matriz Q essencialmente influi na qualidade do processo
transitério. Entdo, supondo-se valores diferentes dos coeficientes de
ponderabilidade, obtemos diferentes valores da funcional otimizada e diferentes
trajetorias de desenvolvimento. A andlise da influéncia dos coeficientes de
ponderabilidade da funcional otimizada ao processo da transigio ¢ um problema
singular geralmente bastante complicado.

Um caso particular do nosso problema € Guando a assimilagdo de estoques
do capital acontece instantaneamente, i.¢: se

¢$ni= 0, Tai =0 paran=12,
podemos obter as expressdes analiticas que descrevem a dependéncia entre as
caracteristicas do processo de transi¢io e os coeficientes de ponderabilidade da

funcional otimizada.
Consideraremos este caso minuciosamente. No caso

Grix0, Ti=0 temosqueui= Ui, i=12
Entdo o sistema (1) tem a forma

ddi

— =Uj - oidi

dt

¢i=kixi i=1,2 22)
x1=U1+ Uz

x2=X (t)

A equagio em desvios tem a forma (19), em que
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A= ; Y = : B =
ki -0 y2 -1
(23)
As condigdes iniciais tem a forma:
y1(0)
Y(©0) = @4
y2(0)

onde
y1(0) = ¢10) - $1* (©)

y20) = $20) - k2x

A matriz Q dos coeficientes de ponderabilidade da funcional objetivo (16)

tem componentes:

Qu O
Q= 0 Q2 @)
A matriz simétrica S tem componentes:

S Siz|
S=1S.2 SzzJ (26)

A varigvel de controle 6tima (18) depende apenas dos desvios y1 e y2 :

AUl = -piy1 - p2y2 27
onde
pi=Sii-Si2 ;i=12 (28)

Levando a varidvel de controle (27) em (14), obtemos um sistema de duas

equagoes diferenciais lineares:
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dyi

= - (ou +Pp1)y1 - p2y2

dt

dy2 1

— = ( —+pDy1 +(p2 - W2)y2 29)
dt ki

Reescrevemos o sistema (29) na forma de uma equago diferencial de
segunda ordem:

d2y1 dy
T? + 2T +y1=0 (30)
dt? dt
onde
1
T= ; 31
\/a1a2 - oip2 + azp2 +p2/ki
T
E=— (at+o2+p1-p2). (32)
2

A equagdo (30), do ponto de vista da teoria do controle, € uma equagdo do
elo dindmico ou oscilatério. Os parAmetros do elo chamam-se: a constante de
tempo T e o coeficiente relativo de amortecimento €. Sao determinados
respectivamente pelas expressoes (31) e (32). Destas podemos explicitar pl € p2
como as fungdes dos pardmetros T ¢ &.

Depois de algumas transformagdes obtemos:

a2 + ol 1
THo?1 ~ =) - 2ET (- —— )+ 1
ki ki
p1= ; (33)
‘: 1
Tz('-— - ap + o)
ki
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T2a22 - 2ETa2 +1

p2 =
1
Tz(———-ot1+0tz)
k1

Determinando p1 e pzdas férmulas (33), podemos obter as componentes da
matriz S das expressoes (19) e (21):

202p2 - p1p2
Sy = (34)
1
200 - ——
k1
S11=p1+S12
S12=p2+S2

Da equagdo (19) também podemos obter os valores dos coeficientes de
ponderabilidade da funcional ubjetivo:
Siz
Qi1 =2(uS11 — ) +p12 3%5)
k1

Q22 = 202522 + p22

Entio podemos organizar o seguinte algoritino da resolug¢do do problema
colocado:

a) Determinamos os pardmetros T € & do processo de transi¢do, ou seja, a
qualidade do processo de transicgo.

b) Verificamos que estes pardmetros T e § satisfazem a condigdo de que a
matriz dos coeficientes de ponderabilidade € semidefinida positiva. Isto €, quando
os pardmetros acima saodefinidos, conforme as férmulas (34) € (35) determinamos
Q11 € Q22 e verificamos as condigdes

Quz20 ¢Q2=0.

©) Das expressoes (33) calculamos os coeficientes de reforgo p1 e p2 da
funggo de controle AUj.

Sabendo p1 € p2, da férmula (27) obtemos a fungdo de controle 6timo AU1.
d) Substituindo AUj no sistema (14) e integrando-o podemos obter (se
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precisarmos) o processo de transigio, isto €:

yi1=y1(t)
y2=yz2 (1)

Conforme a colocagio do problema, temos que

lim yi(t) =0,
t

mas especificando os parémetros certos de T ¢ £ podemos fazer com que durante
um prazo finito y1 € y2 tenham valores proximos a zero.

Precisa-se notar que os coeficientes de reforgo pi dependem somente dos
parmetros do modelo aj € ki ; i= 1,2 € dos pardmetros do processo de transi¢ao
L ¢ T ¢ entio sfo constantes para nosso problema durante todo o tempo de
regulagem. Assim ¢ suficiente determinar py € p2 inicialmente, € depois calcular
AUj de acordo com os valores atuais de y1 ¢ y2.

Gostarfamos de salientar que, no sistema dado, faltam equagbes que
caracterizam os insumos. Na resolucfio deste problema, consideramos que os
insumos sdo proporcionais 4 produgio. Sabendo o nivel da produgio sempre
podemos determinar os insumos através da férmula:

vij = aij xj i=12,..5; j=1,2

onde ajj 580 0s coeficientes de insumo-produto;
vjj sdo aquantidade do insumo do tipo i necessario para o funcionamento doj-€simo
objeto no instante t;

S € a quantidade de tipos de insumo.

7. EXEMPLO

Consideraremos o sistema de dois objetos, em que o primeiro produz apenas
méquinas e equipamentos para o outro € para sua propria utilizago, enquanto que
o segundo produz apenas um produto final, para suprir uma demanda dada.
Semelhante modelo pode ser usado para modelar, por exemplo, um sistema que
abranja um conjunto de fébricas que produzam alimentos (segundo objeto do
sistema) € um conjunto de fabricas que produzam méquinas e equipamentos para
a industria alimenticia (primeiro objeto do sistema).

Seja a demanda final do segundo objeto.especificado uma funggo linear do
tempo:

—*
X =bt+c 36)
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onde b, ¢ sdo nlimeros dados.
Para suprir esta demanda final no segundo objeto, devem ser introduzidas

maquinas e eqdipamentos em quantidade:

U's- bk2 + a2k2 (bt +¢) (37

Ent&o o desenvolvimento programético do primeiro objeto que corresponde
a esta demanda final € determinado mediante a equagio:

d¢’y 1
—— = (— - a1) §"1 - bka - azka (bt+c) (38)
dt ki
€ uma condicfo inicial
bk2 + cazka bazkz
$1* (0) = + (39)
1 1
(— -a) ° (—-a2
ki ki

No caso particular do nosso exemplo, o regime programético podc ser
determinado de maneira mais fécil. Supondo que a solugdo particular
correspondente ao regime programético deve ser uma fungfo linear (pois a
demanda final € fungfio linear), procuramos esta solugio na forma linear.
Substituindo esta fun¢gio na equagio (38), obtemos:

bogks bagks bk + cozkz
¢1(t) = t+ + 40)
1 1 1
(—-al) (—-al)? (—-al)
ki k1 ki

Se no momento inicial as condigdes iniciais nfo concordam com as iniciais
programaéticas, a saber:

¢10) <9"1 0)
$2(0) <kx (0) = kacke,
entdo existem os desvios das varidveis-estado:
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yi=¢1-¢ 1

y2=2-kix

Formularemos o seguinte problema: encontrar um controle 6timo que
transforme o sistema (29) do estado inicial:

bka + coks bak?2
y10) = ¢1 (0) - +
1 1 5
(—-ai) (—-o)
kg ki1

y2(0) = 92(0) - ck2
para um estado final:
yi(®)=0 i=12
e que forneca um valor minimo da funcional (16).
Usando os valores dos pardmetros do modelo da tabela 1, resolvemos este

problema conforme o algoritmo acima referido.

TABELA 1. VALORES DOS PARAMETROS DO MODELO

o a k1 k2 b c

01 0215 025 £33 01 52

Definimos T = 1,5 ¢ € = 1 e depois dos c4lculos verificamos que estes valores
satisfazem a condigio que a matriz Q € a semidefinida positiva. Entdo de (33)
calculamos pg € p2: :

p1=25858 ; p2=0,1483;
de (34) calculamos S11, S12, Si1:
S22 =0,0916 ; S12=0,2399 ; S11=2,8257;
e finalmente calculamos Q11 , Q22 de (35):
Q11=5,3321 ; Q22=0,0495.

Os 'valores T & e sdo vélidos pois Q11 >0, Q22> 0. O controle 6timo para
o problema formulado €:

AU =2,5858y1 + 0,1483 y2.

119



Entéo a varidvel de controle AU2 é:

1
AUz= — y -AUL =1,4142y; - 0,1483y2.
ki

Conforme as expressoces (24) € (27) as fungdes Uze ¢* 1 que caracterizam
o regime programético sio lineares:

U"2 = 0,00495t + 2,607
¢'1=0,00127t + 0,6603

A fungdo U’1 também é uma funcdo linear:

1

U't= — ¢'1-Uz = 0,00013t +0,0342
ki

E definitivamente, um controle que admite ambos 0s regimes, programatico
¢ de regulagem, tem a forma:

Ui =U"} + AUp = 0,00013t +0,0342 + 2,5858y; + 0,1483y2

Uz = U2+ AUz = 0,00495t + 2,607 + 1,4142y; - 0,1483y2
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ABSTRACT
SOME CONTROL IN A DYNAMIC MODEL OF INTERACTING
PRODUCTION OBJECTS WITH A QUADRATIC FUNCTIONAL FORM

In this paper are considered two types of control for a given system of two interacting
objects production, in wich one of this objects manufactures a merchandise to increase capital,
and the other a final product in order to supply a given demand. At first is determinated the most
economic working regime for the system and the condition of conserving it’s working capacity
for a long time. Then, it is considered the problem of optimal stabilization of the development of
this two-object system in relation to the programmed trajectory of development. The second
problem is solved through the method of dynamic programming. As the object functional is a
quadratic funtional that admits deviations of the spatial coordinate and control functions for the

" programmed regime.
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